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图 论 是 近 二 十 年 来 发 展 十 分 迅速 ,应 用 比较 广 小 的 一 个 
新 兴 的 数学 分 支 , 应许 多 领域 ,诸如 物理 学 ,化 学 ,运筹 学 , 计 
算 机 科学 信息论. 控制 论 .网 络 理论 .社会 科学 以 及 经 济 管理 
各 方面 都 有 广泛 的 应 用 。 因 此 受到 世界 数学 界 和 工程 技术 界 
越 来 越 广泛 的 重视 ， 

我 国 在 50 年 代 开 始 开展 图 论 方面 的 工作 ,取得 了 许多 可 
喜 的 成 果 。 但 是 总 的 来 说 ,图 论 在 我 国 还 不 够 普及 ,从 事 这 方 
面 研 究 和 应 用 的 人 也 还 不 够 多 ,为 了 普及 图 论 知识 ,推广 图 论 
的 应 用 ,以 及 为 进 - - 步 培养 专门 人 材 创造 条 件 ,我 院 曾 受 北京 
市 数学 会 的 委托 , 洲 办 图 论 普及 班 ,本 书 是 在 为 这 个 普及 班 纺 
写 的 讲义 的 基础 上 修改 而 成 的 。 

图 论 的 内 容 十 分 丰富 ,涉及 的 面 也 比较 广 ,要 想 在 一 本 书 
中 包括 图 论 的 全 部 内 容 几 乎 是 不 可 能 的 ,为 了 达到 普及 和 推 
广 的 目的 ,本 书 所 省 及 的 只 是 图 论 中 的 基础 知识 ,但 它们 又 是 
ТЗ HAH. ERRE, РЕНН 
НЧ Я (EE Е БЕШ РЕГ ЖЕШ 
知识 作为 研究 图 的 主要 工具 。 

本 书 共 十 三 章 .前 八 章 讨论 无 向 图 ,内 容 有 ,图 与 子 图 ,了 
图 和 HH 图 ,通路 的 集合 和 最 短 道路 , 树 , 制 集 ,图 的 连通 度 , 图 
的 夭 阵 表示 ,平面 邮 . 后 五 章 讨 论 有 向 图 ,包括 有 向 图 的 概念 ， 
有 向 图 的 矩阵 表示 .生成 树 的 生成 ,网 络 的 流 , 信 号 流 图 。 

本 书 在 编写 中 .和 承 孙 树 本 教授 的 热忱 帮助 和 指导 ,并 认真 


审阅 了 原稿 ,在 纤 表 示 衷 心 的 感谢 .还 要 感谢 应 用 数学 所 王建 
方 和 吾 尾 两 位 六 师 , 他 们 详细 审阅 了 手稿 ,提出 了 许多 宝贵 意 
见 。 
Ppa X: 0 Fertran 语言 程序 是 尤 定 华 老师 协助 编写 
的 , 弟 此 致谢 。 
王朝 瑞 
北京 工业 学 院 1980. 5 
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本 书 第 一 版 Г 1981 年 由 人 民 教 育 出 版 社 ( 现 高 等 教育 出 
版 社 ) 出 版 ,此 次 由 北京 工业 学 院 出 版 社 再 版 。 

这 次 再 版 除了 对 第 一 版 中 若干 不 妥 和 错误 之 处 做 了 修正 
之 外 ,还 作 了 如 个 修改 ; 

删 去 了 第 一 版 中 的 制 集 和 矩阵 的 可 实现 性 ,图 的 同调 ,图 的 
厚度 ,回路 矩阵 和 割 集 矩 阵 的 非 乱 大 行列 式 的 值 .电网 络 方程 
等 节 , 增 加 了 匹配 与 色 数 两 章 ; 在 内 容 的 叙述 和 安排 上 作 了 改 
动 ; 有 些 章 节 打 .|: * 号 ,难度 较 大 的 定理 的 证 明 用 = Эм, 
如 果 学 时 数 较 少 ,这些 内 容 可 以 省 略 

上 述 改 动 大 卿 是 根据 读者 的 反映 ,我 在 这 里 谦 向 他 们 表 
ЛЕНИ 

应 广大 读者 的 要 求 ,这 次 再 版 增加 了 习题 解答 ,这 部 分 工 
作 是 由 孙 良 . 赵 光 复 和 王 成 德 三 位 同志 协助 完成 的 ,有 的 习题 
和 解答 选 自 张 克 民 、 林 国 宁 和 张 忠 辅 三 位 同志 编写 的 《图 论 及 
其 应 用 习题 解答 ' 一 书 ,在 此 一 并 向 他 们 表示 谢意 。 

主 朝 瑞 
1985. 12 


96 年 再 版 序 


本 书 此 次 再 版 徐 保 留 了 原 书 特点 之 外 ,在 内 容 安 排 上 做 
了 较 大 的 改动 ,使 内 容 安排 更 加 合理 。 
此 次 再 版 前 六 章 集中 介绍 图 论 的 基本 知识 ,在 此 基础 上 ， 
接 下 去 的 四 章 介 绍 图 论 中 的 几 个 专题 ,它们 都 是 图 论 中 很 活 
诬 的 研究 领域 。 然 后 ,以 最 短路 和 最 小 树 为 例 , 介 绍 图 论 的 应 
用 。 最 后 三 章 介绍 有 向 图 和 以 运输 网 络 为 例 介绍 有 向 图 的 应 
H. | 
根据 读者 的 需要 ,此 次 再 版 增加 了 有 关 图 论 的 应 用 : 流 图 
和 信和 号 流 图 ;开关 网 络 和 电网 络 ,为 了 不 使 内 容 分 散 和 虎 杂 ， 
这 三 部 分 内 容 均 放 在 附录 中 加 以 介绍 。 
由 平 讨论 六 关 网 络 的 需要 ,增加 了 割 集 和 矩阵 的 可 实现 性 ， 
这 部 分 内 容 用 小 号 字 印 刷 ,此 外 还 有 部 分 内 容 和 难度 较 大 的 
定理 的 证 明 , 此 次 再 版 均 改 用 小 号 字 。 
王朝 瑞 
1996. 6 于 北京 理工 大 学 
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第 一 章 


本 章 介绍 区 | 与 描述 图 的 局 部 结构 的 一 些 基本 概念 和 术 
Ж. 这 一 章 的 名 词 和 概念 较 多 ,但 它们 都 是 最 基本 的 ,是 我 们 
进一步 讨论 的 基础 .因此 希望 读者 能 熟练 地 掌握 这 些 概念 ,这 
对 以 后 的 讨论 是 非常 重要 的 。 


1.1 图 的 概念 


1.1.1 引 例 


图 论 中 所 讨论 的 图 与 人 们 通常 熟悉 的 几何 图 形 例如 回 、 
椭圆 ,函数 图 形 秆 是 不 同 的 。 先 来 看 两 个 例子 。 | 

例 1.1.1 AREF АБР А:ТИ ЕН EK ДЕЛСЕ А, ЖЖ 
TR KETEN HAARAA ,济南 泰 出 队 。 这 六 支承 队 1996 ÆR 
4 联赛 前 七 轮 的 比赛 是 ， 

济南 泰山 队 -广州 太阳 神 队 (第 一 轮 ) 

济南 秦山 队 ” 大连 万 达 队 (第 二 轮 ) 

ГЭНА ВА ”一 广东 宏 远 队 ( 第 三 轮 》 

TREK- ША СВЧ) 

广州 太阳 神 队 ”一 上 海 申花 队 ( 第 五 轮 》 

济南 秦山 队 - -北京 国安 队 ( 第 五 轮 ) 

北京 国安 队 - -广州 太阳 神 队 (第 六 轮 ) 

RETR- -大连 万 达 队 (第 六 轮 ) 

上 海 申花 队 - “济南 泰山 队 ( 第 七 轮 》 


大 连 万 达 队 -- 北京 国安 队 ( 第 七 轮 ) 

那么 由 这 六 支 球 队 这 六 支 球 队 前 七 轮 的 比赛 组 成 一 个 图 (graph)。 具 

体 地 说 就 是 : 
АУ TRE: 

V= Ен А ,北京 国安 队 S RETN KETEM, 
广州 太阳 神 队 ,济南 泰山 队 ) 

六 支 球 队 前 七 伦 的 比赛 组 成 一 个 集合 ， 

E= MAELA ,广州 太阳 神 队 ),( 济 南 泰山 队 ,大连 万 达 队 )， 
(РНК, ГЕЛИ), U RERA, PEL AL ВА), 
(广州 太阳 神 队 ;上海 申 花 隐 ?,( 济 元 泰山 队 ,北京 国安 队 )， 
(北京 国 空 队 , 广 州 太阳 神 附 ), (广东 宪 远 队 ,大连 万 达 队 )， 
(上 海 申 花 队 ,济南 泰山 队 ), (大连 万 达 队 ,北京 国安 队 》} 

用 (济南 泰山 队 ,广州 太阳 神 队 ) 表 示 这 两 支 球 队 进 行 比赛 。 
那么 我 们 把 由 集合 Y ЖА ЕВЕ, Е.Ж. 
91.1.2 Л. Ем. МЛ. ИЖЕ KUL Ki. 

州 十 个 城市 和 它们 之 闻 的 航线 构成 一 个 图 。 具 性 地 说 就 是 : 

У EA LR Wm И ВЯ, ЖАКО, Е. Я) 

和 

五 一 {1 北京 ,西安 ), (北京 ,郑州 )，( 北 京 , 南 京 )， 

(北京 ,武汉 ), (北京 ,上海 ), (北京 ,杭州 )， 

:北京 ,长沙 》, (北京 ,广州 ), (北京 ,重庆 )， 

HEER, RR REH RN), 

武汉, 南京) 南京 ,杭州 ),( 杭 州 , 上 海 ?， 

:广州 ,杭州 ),( 长 沙 ,广州 ),( 重 庆 , 广 州 )} 
从 以 上 两 个 例子 可 以 看 出 ,图 论 中 的 图 是 指 表 示 具 体 事 

物 的 集合 V( 例 1.1.1 中 的 球 附 , 例 1.1.2 中 的 城市 ) 和 事物 

之 间 的 关系 的 集合 ( 例 1. 1. 1 中 球 队 进 行 比 赛 , 例 1. 1.2 中 两 

城市 间 有 航线 ,所 组 成 的 偶 对 。 集 合 Y 中 的 元 素 称 为 图 的 顶 

点 (vertices) , 4:5 Е 中 的 元 素 称 为 图 的 边 (edges) 。 因 此 ,一 个 
.2. 


图 是 由 表示 具体 潮 物 的 集合 和 表示 事物 之 间 的 关系 的 集合 组 
ИВТ. 

假如 我 们 用 平面 上 
的 几何 点 表示 图 的 顶点 ， 
用 直线 段 或 则 线段 表示 
图 的 边 ,那么 一 个 图 可 以 
ЖЛ, {Г Ж EK. 

1. 1-1 #19 1. 1-2 
所 示 的 几何 图 形 就 是 分 
别 描述 例 1. 1-1 和 例 1. 1-2 中 的 图 。 


1.12 | 
图 还 可 以 用 米 表 示 许多 其 他 结构 。 璧 如 ,用 顶点 表示 人 ， 
边 表 示人 与 人 之 间 的 关系 (例如 父子 关系 ), 那 么 亲族 关系 就 
可 以 用 一 个 图 来 表示 。 图 1. 1-3 给 出 这 种 图 的 几何 图 形 , 称 为 
p. 


早期 图 论 与 "数学 游戏 "有 密切 关系 ,1736 年 欧 拉 解决 了 
“3 


当时 很 有 名 的 证 尼斯 
集 七 桥 问题 . 哥 忆 斯 堡 
ЖЗ, 
河中 有 两 个 小 向, 有 七 
ВЕБЕ ЗЕЕ 尔 河 中 
的 两 个 小 岛 与 河 两 岸 
联结 起 来 ,如 [和 1. 1-4 
所 示 。 

有 人 提出 这 样 一 
个 问题 :从 河岸 或 总 上 
任何 一 个 地 方 千 始 ,能 
否 通 过 每 一 座 恬 一 次 


图 1.1-3 


ВУ? 


意义 的 。 


这 个 间 题 时 然 基 一 个 游戏 ,但 是 它 的 数学 模型 却 是 很 有 


欧 拉 用 四 个 点 表示 两 岸 和 两 个 小 岛 , 用 两 点 问 的 联 线 表 


示 桥 ,如 图 1. 1. 5 所 示 。 


于 是 问题 转 化 为 ,在 图 1. 1-5 所 示 的 图 中 ,从 任何 一 点 出 
发 ,能 否 通过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 回 到 出 发 点 。 


. 4. 


直观 上 不 准 发 现 ,如 
要 加 到 原来 的 也 方 ,必须 
从 一 条 边 进 ,从 另 一 条 边 
-出 ,只 有 一 进 一 出 才 行 。 这 
就 是 说 ,要 求 与 每 个 顶点 
相关 联 的 边 均 个 数 。 从 图 
1.1-5 中 可 以 看 齐 , 这 个 图 
ТАА КУН 
НЕХ, ВР + ВИ 
解 (详细 讨论 见 第 三 章 ) 。 

我 们 所 以 拒 一 个 顶点 集合 和 一 个 边 的 集合 称 之 为 < 图”， 
正 是 因为 它们 可 以 用 一 个 图 形 来 表示 。 这 种 图 形 表示 有 助 于 
了 解 有 关 图 的 许多 性 质 。 但 是 必须 指出 ,描述 一个 图 的 几何 图 
形 不 是 唯一 的 。 一 个 图 的 几何 图 形 仅 描绘 出 它 的 顶点 和 边 之 
间 保 持 的 相互 闵 系 ,至 于 顶点 的 位 置 以 及 边 的 长 、 短 、 曲 、 直 都 
是 无 关 紧 要 的 。 

上 面 我 们 从 直观 上 阐述 了 图 的 概念 。 从 上 面 的 讨论 中 可 
以 看 到 ,图 的 本 质 内 容 是 顶点 和 边 之 间 的 关联 关系 ,至 于 顶点 
和 边 是 否 用 平 醉 上 的 几何 点 和 线段 来 表示 , 则 是 完全 不 必要 
的 , 换 句 话说 ,区 的 概念 可 以 抽象 化 。 


1.1.2 二 元 关系 


二 元 关系 这 个 概念 在 图 的 抽象 定义 中 起 着 重要 的 作用 ， 

我 们 先 来 讨 沦 集 合 的 积 。 

两 个 具体 事物 a 和 2, 按照 一 定 的 次 序 排列 ,ae 在 前 ,5 在 
后 , 记 作 tas) , 则 称 (a,5) 为 一 个 有 序 对 。 

我 们 常常 会 遇 到 有 序 对 的 概念 ,例如 ,在 所 有 参加 乒乓 球 


he 


КЖЕ. FR ПАБЕ. ИШ ,Ж Т 
对 Cas5) 和 (6,a) 是 不 同 的 。 

设 A 和 B 是 呐 个 集合 。 由 аЄА,ЬЄ В ФЕ ЛЕП ab) 
的 所 有 有 序 对 构成 的 集合 , 称 为 A 和 B BJ -Е ЛАЙ Cartesian 
product) ,或 称 为 有 序 积 , 记 作 АХВ, EI 

Аз B= {(a,b) |a € A,b € B} 

定义 1.1.1 有 序 积 4X 召 的 一 个 子 集合 , 称 为 4 到 号 
的 一 个 二 元 关系 (binary relation) 

特别 地 , 当 -1 二 B 时 ,集合 АЮШ B 的 二 元 关系 称 为 
集合 4 上 的 一 个 二 元 关系 。 | 

例如 , 设 A= (a,b,c B= (a,b,dy, I 

A x B= la.b,e) X la,b,d) 

= [Ga,a),(a,b) Card) Фа), (b,b), d), 
Cesa), (35), (c ,d2) 
ЖА {ас} X («в,а А85, 8 { (аа), Cab), (b, 
а), (са В (а. са, ПЖ, 

集合 A 到 集合 B 上 的 一 个 二 元 关系 ,是 A 中 与 B 中 有 
关系 的 元 泰 的 直 现 概念 的 形式 化 事实 上 ,如 果 尺 是 妇 到 8B 
л. НАЖА а,Ь) Ж К PHTK MALK 
a 和 上 有 其 种 关系 。 

上 面 我 们 是 针对 有 序 对 来 讨论 的 。 "如果 组 成 侦 对 的 两 个 
事物 a 和 5 与 次 序 无 关 ， EREKE DMA aA 
同 , 则 这 种 偶 对 你 为 无 序 对 ， 无 序 对 也 是 经 常 遇 到 的 一 个 概 
念 , 警 如 ,在 所 丰 有 参加 乒乓 球 男子 双 打者 中 间 , 侦 对 СИЕ. 
获得 冠军 的 一 对 选手 ,那么 (ae, 亿 和 (ea) 表 示 同 一 对 选手 。 

设 A,B EW ASS, HBH a € A.bEB 所 组 成 的 无 序 对 构 
成 的 集合 , 称 为 AM B 的 无 序 积 , 记 作 APZB. 
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无 序 积 AB МТУ RH 4 和 B 的 一 个 二 元 关 
系 。 当 4 一 互 时 ,4 和 至 的 二 元 关系 称 为 4 上 的 二 元 关系 。 
例如 , 设 A -11,2,3,4,5,6), l 
АРА = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), 
(2.2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), 
(3.3), (3,4), (3,5), (3,6), (4,4), 
(1,5), (4,6),(5,5),(5,6),(6,6)} 
ХЛ АСА 的 一 个 子 集 
{1,3),(1.4)0,(1,6),(2,3),(2,5),(2,6),(4,5),(4, 
6),(5,6)} 
是 4 上 的 一 个 - -元 关系 ， 


1.1.3 图 的 定义 


定义 1.1.2 一 个 图 G 定义 为 一 个 偶 对 (V ,EE), 记 作 G 
=(V,E) Е | 

(1) V 是 一 个 集合 ,其 中 的 元 素 称 为 顶点 ; 

(2) E EX; FË УЗУ 中 的 一 个 子 集合 ,其 元 素 称 为 边 ; 
集合 VV 中 的 元 素 可 在 EE 中 出 现 不 目 一 次 。 

我 们 分 别 用 VY(G) 和 EC(G) 表 示 图 G 的 顶点 集合 与 边 的 
ЖЕ. 如 果 VC(G1 和 ECG) 都 是 有 限 集合 , 则 G 称 为 有 限 围 ; 否 
则 称 为 无 限 图 。 在 本 书 中 只 限于 研究 有 限 图 。 

一 个 有 pp 个 项 点 和 9g 条 边 的 图 称 为 (p,q) 图 ,一 个 (p,qg) 
EECH 个 顶点 标 以 不 同 的 名 称 , 则 称 为 标定 的 ,否则 称 
为 非 标 定 的 。 如 | 图 1.1-6 中 的 G, 和 С, 是 标定 的 ,而 G, 是 非 
标的 。 

没有 任何 边 的 图 称 为 空 图 (empty graph) ED., RE 
一 个 顶点 的 图 叫做 平凡 图 (trivial graph) 。 


ы т, 


G 


图 1. 1-6 


图 中 顶点 的 个 数 叫做 图 的 阶 (order) 若 连接 同一 对 顶点 
的 边 数 太 于 1, 诈 称 这 样 的 边 为 多 重 边 ,其 边 数 称 边 的 重 数 
Cmultplicity ) 。 

在 本 书 中 如 无 特殊 说 明 ,总 是 用 请 表示 图 的 阶 ,用 q 表示 
图 的 边 数 。 

在 讨论 图 的 概念 时 曾 指出 ,一 个 图 可 以 用 一 个 几何 图 形 
来 描述 ,在 保持 图 的 顶点 和 边 的 关系 不 变 的 情况 下 ,图 形 的 位 
冒 , 大 小 ,形状 都 是 无 关 紧 要 的 。 因 此 ,在 图 的 讨论 中 ,我 们 常 
常 画 出 图 的 一 个 几何 图 形 ,并 且 就 把 它 作 为 这 个 图 的 本 身 。 

图 论 中 大 多 数 定义 和 概念 是 根据 图 的 表示 形式 提出 的 。 
一 条 边 的 端点 称 为 与 这 条 边关 联 (ineident) ,反之 ,一 条 边 称 
为 与 它 的 端点 关联 。 与 同一 条 边关 联 的 两 个 端点 称 为 邻接 
Cadjacent)。 如 果 两 条 边 有 一 个 公共 的 顶点, 则 称 这 两 条 边 邻 
接 。 

假设 v: FA t 是 图 G 的 两 个 顶点 ;如 果 vi Ж Uj 邻接 , 则 在 
v M ou ZIRE R e ИЕ e= Go, ys ео, 
` 8 в 


在 图 1. 1-7 所 
示 的 图 中 ,项 点 zx 
与 项 点 wv 是 邻接 的 ， 
и 5 w ЖФ; е 
和 e, 是 邻接 的 ,而 
e 和 ea АЯ. Е 
要 指出 的 是 .图 1. 
1-7 所 示 的 图 中 边 
es 和 ез 的 交点 不 是 
图 的 顶点 。 

图 G= (五 ) 中 形 如 (oo 的 边 (oEY(G)) 也 就 是 端点 
重合 为 一 点 的 边 叫 做 环 (Loop)。 

没有 环 及 多 重 边 的 图 称 为 简单 图 (simple graph), 

从 上 一 节 的 讨论 和 图 的 定义 可 知 ,一 个 集合 和 上 的 
一 个 二 元 关系 就 是 一 个 图 。 因 此 图 的 最 基本 的 内 容 实际 上 就 
是 一 个 二 元 关系 ,也 就 是 顶点 和 边 的 关联 关系 ,一 个 系统 或 一 
个 结构 若 具有 二 元 关系 便 可 用 图 作为 数学 模型 ,并 且 具 有 直 
观 性 和 艺术 性 .这 就 是 图 所 以 被 广泛 的 应 用 于 许多 科学 领域 
的 原因 。 

定义 1.1.3 每 一 对 不 同 的 顶点 均 有 一 条 边 相 联 的 笨 单 
图 称 为 完全 图 (Complete graph), п 阶 完全 图 记 作 К... 

显然,a 阶 完全 图 有 CS 一 去 nz 一 1) 条 边 。 

ЖЯ. 1.1.4 ШИ МУ, СНУ, ВУ, У, = 
V(G),V, ПУ, = R. G 的 每 一 条 边 的 一 个 端点 在 У, 中 ， 另 一 
АЕ У, 11, ШК G 为 二 部 图 (bipartite graph), 记 作 G= 
(ViVa E), 


图 1. 1-7. 


如 果 Vi 中 的 质点 与 V, 中 的 每 一 个 项 点 都 邻接 , 则 称 为 
完全 二 部 图 。 若 11 |=m, [У 一 n( 符 号 IV | 表示 和 集合 V 中 元 
素 的 个 数 ), 则 完全 二 部 图 记 作 К... В 1. 1-8 中 分 别 画 出 完 
全 图 ,二 部 图 和 完全 二 部 图 的 图 形 。 


K; 二 部 图 Kis 


Ё L 1-8 

ЖУ 1.1.5 图 C 顶 点 集合 V(G) 分 成 子 集 了 M VCV, 
ИУС, TY Пу, = 27) 0 (ViVa) * 称 为 G 的 二 分 划 
Cbipartition ) 。 

定义 1.1.6 设 G 为 简单 图 ,五 是 一 个 以 VY(G) 为 顶点 
集 的 图 , 且 两 个 项 点 在 H 中 邻接 当 且 仅 当 它们 在 G 中 不 邻 
+. Н W G 的 补 图 (complement graph), 记 作 H=G° 或 
H=ÇG. 

图 1. 1-9 (6 |! 拆 示 的 图 是 图 1. 1-9(a) 所 示 的 图 的 补 图 。 

ЕХ 1.1.7 АНТЕ G = (Vi, E, Dl G;=(V,,E,), 
它们 的 顶点 集 间 各 一 一 对 应 关系 , 便 得 边 之 间 有 如 下 的 关系 : 
миа ли; 0н E Vi ио Е Vs (им) E E, AB 
Z. (uru) Е Е, ‚Ш Н. Си, ол) S$ E Си» os) В E ЖОН] ,这 
种 对 应 叫做 同 构 (isomorphism) , 记 作 G&G. 

1. 1-10 中 所 示 的 图 G, 和 С, 在 对 应 wrww(i 二 1,2,3， 
4,5,6) ЕЖА И. 


. 10 < 


{£71 G, 


图 1.1-10 


由 同 构 的 定义 知 ,两 个 图 有 相同 的 顶点 数 或 相同 的 边 数 
是 同 构 的 必要 茶 件 。 另 外 ,两 个 图 同 构 ,其 对 应 顶点 的 边 数 必 
须 相 同 ,这 也 是 必要 的 条 件 之 一 。 

同 构 关系 起 一 个 等 价 关 系 。 

事实 上 ， 

(1) GG 5 В); 

(2) # С=С», СС, {К}, 


3) #Сүс= ;,,G,==G,, lJ сес, Ч), 

所 有 园 的 集 个 ,按照 同 构 关 系 分 划 成 等 价 类 ,每 一 个 这 样 
的 等 价 类 称 为 一 个 非 标定 图 (non-labeled graph)。 我 们 知道 ， 
集合 4 的 一 个 等 价 关系 所 决定 的 等 价 类 的 集合 称 为 A 关于 
这 个 等 价 关系 的 商 集 .所 有 图 的 集合 ,对 于 图 的 同 构 关 系 构成 
一 个 商 集 , 这 个 商 集 中 的 每 一 个 元 素 是 一 个 非 标定 图 .为 区 别 
于 非 标 定 图 ,我 们 称 本 节 并 始 时 定义 的 图 为 标定 图 (labeled 
graph) ,给 一 个 图 的 顶点 和 边 赋 以 标记 的 自 的 ,主要 是 为 了 便 
于 称呼 它们 ,例如 讨论 简单 图 时 ,把 端点 为 x 和 w 的 边 简称 为 
“ 边 (w,v)”, 一 个 人 此 标定 图 可 以 用 属于 这 个 等 价 类 的 任何 一 个 
怀 定 图 的 图 形 来 给 出 ,只 是 不 必 给 顶点 和 边 赋 以 标记 。 

今后 ,主要 是 讨论 标定 图 ,至 于 是 否 具体 标定 要 视 情况 而 
E, 


1.2 + 图 


在 研究 和 拱 六 图 的 性 质 以 及 图 的 局 部 结构 中 , 子 图 的 概 
念 占 有 重要 的 地 位 。 

定义 1.2.1 五 是 图 C 的 子 图 (Subgraph) ,写作 НСС, 
ЩЖ УСНУ), ECHE), В.Н 中 边 的 重 数 不 能 超 
PLG 中 对 应 边 的 重 数 。 

ЖХ 1.2.2 设 刀 SG, 如 果 下 面 的 条 件 至 少 有 一 个 成 
М. 

(1) VDV (G); 

(2) ЕНУСУЕС(С); 

(3) H 中 至 少 有 一 个 边 的 重 数 小 于 G 中 对 应 边 的 重 数 ， 
则 说 H h: G 的 真子 图 (proper Sabgraph) 。 
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Шз ЕК; ESE Ч TE еее 
”常用 到 。 

定义 1.2.3 设 图 G 二 (V,E)。 一 个 满足 

(1) УСО =V (OG) 

(2) ЕДЕ) 

的 真子 图 ,叫做 G 的 生成 子 图 (Spanning graph), 

ЖХ 1.2.4 УЖ G= (V ,五 ) 的 顶点 集 的 一 个 非 空 
子 集 ,以 УЕА, УТЕ V PEN tE H 
RATE SR S H УНА СЕЕ, iA СГУ], И, С 
ГУЛЕ G 的 导出 子 图 (induced Subgraph) 。 

导出 子 图 CVN] ig C-V' EJ G RE V pH 
顶点 以 及 与 这 些 硕 点 相关 联 的 边 所 得 到 的 子 图 。 | 

特别 地 , 若 V= {0}, ШЕ С-{о} SIE Rk G-v, 称 为 主子 
В. 

在 图 1. 2-1 中 ,G 是 如 的 生成 子 图 ,G: 是 G 的 导出 子 图 
G,=GL[ {о „©з т} hG 是 G 的 主子 图 Gi=G— u. | 
定义 1.2.5 W EE G= (V,E BDM 3 EOK EZ 
子 集 ,以 玖 为 边 集 ,以 E' rB Y ЕТЩ ЕН 
图 称 边 导出 子 图 。 

在 边 集 EO PHEATA EKARA G HERT 
图 (注意 , 删 去 - :条 边 时 ,该 边 的 两 个 顶点 仍然 保留 ), 记 作 G- 
Е. 类似 地 ,在 (上 增加 一 个 边 集 E' 所 得 到 的 图 记 作 G 十 EF。 
Е = (0), ШЕЖЕ G—e M Gte 代替 G— (е) G+ (e), 
1. 2-2 给 出 这 些 不 同类 型 的 子 图 ， 


„13, 
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тч 
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图 1.2-2 


1.3 顶点 的 度 


定义 1.3.1 设 vEV(G);G 中 与 顶点 wv 关联 的 边 的 数 
目 , 称 为 v( 在 C 中 ) 的 度 (degree), 记 作 degs REPE deg 
(2, 

例如 ,在 图 1. 3-1 所 示 的 图 | А 
H ,deg(1)=2,deg(5)=4, 2 

注意 ,在 计算 有 环 的 顶点 的 
度 时 , 环 算 作 两 ЖШ. 

定义 1.3.2 如 果 一 个 图 的 4 
每 一 个 顶点 都 由 有 相同 的 度 , 则 
称 这 个 图 是 正则 的 (regular 11 
graph), 

ЛЕНА k КАЛЕ IB, 920 К-ЈЕ ЈЕВ. | 

为 方便 起 见 , 称 度 为 零 的 顶点 为 孤立 点 (isolated 
vertices), EH 1 的 顶点 称 为 悬挂 点 (pendant vertices), 

定理 1.3.1! 设 G 是 一 个 (p,q) 图 ,那么 G 的 各 个 顶点 度 
的 和 是 边 数 的 车 倍 

>, деро, = 24 


s€ V(Gy 


[证 明 ] 国 为 每 一 条 边 与 二 个 顶点 关联 ,所 以 加 上 一 条 
边 就 使 得 各 点 庶 的 和 增加 2， 秆 人 

推论 1.3.1 在 任何 一 个 图 G F, 度 为 奇数 的 顶点 的 数 
HEAK. 


O 符号 ” 国 " 关 示 一 个 定理 或 者 论断 的 证 明 结 束 。 
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[证 明 ] Му, 和 7: 分别 是 С 中 度 为 奇数 和 偶数 的 顶 
点 集 。 由 定理 1. 3.1, 有 


У\асво 十 дуаа = ego = 24 


ИЗА 


由 于 29 和 Фак уйш. 故 知 Р 妈 


(У, | 为 偶数 。 Г 

如 果 деа (o) 是 奇数 ,就 说 顶点 v 是 奇 的 或 奇 项 点 ;如 果 
degtv) 是 俩 数 ,就 说 顶点 是 偶 的 或 侦 顶 点 。 

在 一 个 集会 中 ,和 奇数 个 人 握手 的 人 的 个 数 是 偶数 ,这 是 
因为 ,如 果 用 顶点 表示 人 ,用 边 表示 互相 握手 的 两 个 人 ,于 是 


”得 到 一 个 图 .这 个 图 就 是 描述 集会 中 握手 招呼 的 数学 模型 .和 


奇数 个 人 握手 的 人 相当 于 图 中 的 奇 顶点 ,由 推论 1. 3.1 知 ,和 
奇数 个 人 握手 的 人 的 个 数 是 偶数 。 

类 似 地 有 如 下 药 问题 :在 一 个 有 限 个 自然 数 的 集合 中 与 
奇数 个 数字 设 有 公 因 子 的 数字 个 数 是 偶数 ,用 图 来 描述 就 是 ， 
每 一 个 数 对 应 一 个 顶点 ,两 个 顶点 当 且 仅 当 相应 的 数字 没有 
公 困 子 时 有 边 。 巾 推论 1. 3. 1 即 知 上 述 结论 成 立 。 


1.4 道路 与 连通 性 


一 个 图 的 最 林 本 的 性 质 之 一 就 是 它 是 否 连 通 。 在 这 一 节 
中 ,我 们 来 阐明 连通 与 非 连通 的 图 的 基本 结构 。 

定义 1.4.1 一 个 图 G 的 一 条 途径 (way) 是 一 个 顶点 和 
ЛЕРДЕ] ит еле, "пленки, 使 对 Tie 的 端点 是 
ViM Via о, Я, 分 别称 为 途径 “的 起 点 和 终点 ,wx 中 边 的 数 
El ЖЕНЕ. 

途径 и 有 时 世 称 它 为 (oo 途径。 如果 mm 一 办, 称 它 为 闭 
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的 ,否则 称 为 开 的 ， 

车 и чьего Uan 和 é = Usti Uni Unn 都 是 
途径 。 Æ 北 转 后 得 到 的 途径 vevi vev 记 为 С! ,而 在 
о. 处 将 e 和 и 衔 接 在 一 起 所 得 的 途径 记 为 ри. 

途径 Ё Uot t Un nUn 相连 项 构成 的 子 序 列 veiit 
орел RA р WJ ор t (section), 

ERI y 的 边 шел" e, 均 不 同 , 则 称 为 链 (chian) 。 

定义 1.4.2 所 有 顶点 均 不 相同 (从 而 所 有 边 必 然 都 不 
相同 ?的 途径 称 为 道路 (path) 。 一 条 闭 道路 称 为 区 (cycje) 。 

设 P= uUi Via 是 一 条 道路 , 则 Ё 称道 路 的 长 Р 也 可 称 
为 (on 2 道路 ° 

在 图 1. 4-1 所 示 的 图 中 ,vieswyesvsesvserws 是 一 条 途径 ; . 
злеплеллель 是 一 条 道路 ， 


vg 


#1. 4-1 


uevaezvsexusesu 是 一 个 圈 。 有 时 为 了 方便 起 见 我 们 只 用 
顶点 来 表示 途径 ,道路 和 图。 和 艾 如 上 述 的 道路 可 以 写成 
vivavate, 圈 可 以 写成 vtto 。 

我 们 用 P. 记 由 = 个 顶点 构成 的 道路 ;用 C, ЕН" + IN 
АНИ. С, 称 为 三 角形 。 如 果 n 为 奇数 则 С. АН, 
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ШЖ л ХВ С. ЖАНА. ЕЛЕ n 18. 
ЖХ 1.4.3 设 zz 是 图 C 中 的 两 个 顶点 , 若 在 G 中 在 
在 一 条 (u,v) 道 路 , 则 称 顶 点 和 nm 是 连通 的 (connected) , 
定义 1.4.4 ШЖ С 中 每 一 对 不 同 的 顶点 ww 都 有 一 
条 (u,v) 道 路 , 则 称 图 С 是 连通 的 。 | 
以 u= R S IË ио J PE НУ, BË Z c ЖЕТИ E ë 
通关 系 是 一 个 等 价 关系 , 邯 
1%и==и(4 В); 
2°u==o, М} ои СО); 
Зи = =w, | и ВЕ) 
这 样 ,等 价 关系 u= 便 确 定 顶点 集 Y 的 一 个 分 类 ,把 V 分 成 
非 空 子 集 Vi V. V, ; 便 得 当 且 仅 当 两 个 顶点 u Жо ЖЕН 
一 子 集 V, 时 ， € 们 才 是 连通 的 , 子 图 CLV],CLVY:]， ‚© 
ГУЛЯЯ С 的 连通 分 支 或 简称 为 分 支 (Compouent)。 分 支 的 
Аа КС). 
分 支 大 于 1 的 图 称 为 分 离 图 或 非 连 通力 。 
Ш, “Н.Щ G 只 有 一 个 分 支 时 ‚С 是 连通 的 。 图 1. 4- 
2 画 出 了 连通 图 和 分 离 图 。 


ДЕШ |+ 分 离 图 


图 1. 4-2 


定理 1.4.1 若 图 G 是 非 连通 的 , 则 人 连通 。 

[证 明 ] 设 w,v 是 G 中 的 任意 两 个 顶点 。 A uM o fE G 
中 不 邻接 , 则 在 CG; 中 它们 邻接 。 # u fü > 在 GG 中 邻接 ,它们 属 
于 G 的 同一 分 支 . 在 另 一 个 分 支 中 有 一 个 顶点 w, 在 G 中 必 
和 wv 均 与 w 邻接, 即 www 是 一 条 道路 。 目 

定义 1.4.5 设 x,vEV(G), 当 存在 联结 w Мо 的 道路 
时 ,这 种 道路 中 最 短 的 道路 称 为 测 地 线 , 测 地 线 的 长 称 为 w 与 
о ZAHER iE duo), 如 果 不 存 在 联结 wo 的 道路 , 则 
dlusv) =, 

定理 1,.4,2 当 且 仅 当 GG 不 会 奇 圈 时 G 是 二 部 图 。 

[证 明 ] W CG 是 具有 二 分 划 (Vi,V) 的 二 部 图 ,并 设 C= 
vv uv ЖС К. 不 矢 一 般 性 可 认为 = € V,, Ж 
vn € E BG E: -部 图 ,所 以 vw,EV,。 同 理 v。EV. 一 般 来 说 ， 
va Е, Ñ АЛ 又 因为 s. € YV, AH wEV МХ 
i A k=2i+1, Hi C RBM. 

ВИ, НЕ РЕШЕ НЕЙ КҮШ Т. H G 是 一 个 不 会 
ЗЕ. Ми BEX V “АСУ, У) 


图 1.4-3 


如 下 ， 
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У, = {ж € У|4(и,х) 是 偶数 } 
V, = (y € V|d(u,y) 是 奇数 } 
RREH СУ, УО СИ, ойо ЖУ, 
的 两 个 顶点 ,又 设 PERAH oE, О Н (u ze) 
道路 ,以 iC P fi Q НЕА ДИН. AA P f Q REI 
短 道路 ,P ЖРО JW (ини PERE Ки, В, У 
НН. HA P 和 @ 二 者 的 长 都 是 偶数 ,所 以 的 {x， 
s) P, 和 及 的 (wsw) 节 所 有 相同 的 奇偶 性 。 由 此 可 知 (v， 
世 ) 道 路 PTO ВЖЕ, то 与 w 邻接 , 则 Р-'©шъ RA 
圈 , 此 与 假设 矛盾 。 故 了 中 任意 两 个 顶点 均 不 邻接 .。 同样 ,V， 
中 任意 两 个 顶点 也 不 邻接 。 E 
最 后 再 介绍 几 个 名 词 。 
EX 1.45 图 G 中 最 短 图 的 长 称 为 G BJ NK. TE z 
(G),G 中 最 长 的 圈 长 称 为 G 的 周 长 , 记 作 (G>. 
定义 1.4.6 一 个 连通 图 G 中 任何 一 条 最 长 的 测 地 线 的 
长 叫做 GG 的 直 答 , 记 作 dG) 


1.5 图 的 运算 


ВСМС. 是 两 个 图 , 若 G, М С, 无 公共 顶点 , 则 称 它 们 
是 不 相交 的 (disioint)3 若 G, 和 G, 无 公共 边 , 则 称 它们 是 边 不 
重 的 (edge disjoint), 

Ж G, MG 是 两 个 无 孤立 点 的 图 。 

(1) G, 和 ;的 并 (union), 记 作 GGUG: 由 GG 和 Gs 中 所 
НН, 

EG fü G. 是 边 不 重 的 , 则 GUG, 称 为 G 和 G, 的 边 不 
ЕН. 
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在 构造 两 个 图 的 并 时 ,必须 首先 确定 С, 的 哪些 顶点 可 以 
和 G, 的 顶点 等 可 起 来 。 因 为 相同 的 顶点 在 并 中 只 能 出 现 一 
Ж, 
(2) G, ЖС. 的 交 (cap), 记 作 С. ПС: H С, Я С, 的 公共 
边 组 成 的 图 。 
(3) G, 和 C: Ву (difference) , 记 作 G, —G,: H G, 中 去 
# С, 中 的 边 组 成 的 图 。 
(4) С, 和 G. 的 环 和 (ring sum) ИМЕ С.С, ЖЕ G, MG, 
的 并 中 去 掉 G, 和 G, 的 交 所 得 到 的 图 , 即 
GD G,= (С, U G) — (G, ПС. 
= (G, — G,) U (G, — G,) 
# G, ЖС, 如 图 1. 5-1 所 示 , 它 们 的 并 , 交 、 差 及 环 和 分 
别 如 图 1. 5-2 所 示 。 


С, ©, 
Я 1. 5-1 


不 难 验证 , 环 和 运算 满足 交换 律 和 结合 律 
С, ФС, = GOG; 
G, @ (G, @ G,) = (G, DG) DG, 
环 和 运算 是 告 的 一 种 重要 运算 ,实际 上 是 模 2 运算 ,在 后 
面 的 讨论 中 将 要 经 常用 到 这 种 运算 。 
21, 


1. 5-2 
ШСЖ ТЕЖЕ, Ил 


个 与 G 同 构 的 分 支 构 成 的 分 
ЖИЛ „С 表示 ,于 是 我 们 可 
以 将 每 个 图 写成 UmGi 的 形 
s, e hi 4 ¿Z j BF, G; 5 G; 
不 同 。 | 


例如 ,图 1. 5-3 所 示 的 图 
G 可 以 写成 图 1.5-3 
G = 2K, U С, 
当 我 们 祝 某 一 闭 链 行 走时 ,每 一 次 回 到 一 个 顶点 就 确定 
一 个 图 。 因 此 任 一 闲 链 必 为 图 和 图 的 边 不 重 并 ， 
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1-1 МАЕ. а 
(1) 2.2.2,2.2,2 
(2) 2,3.1,5,6 
(3) 3.3.1.5,5,6 
1-2 找 一 链 ,包含 图 中 所 有 的 边 。 


题 1-2 图 

1-3 证 明 在 ” 阶 图 连通 图 中 

(1) 至 少 有 2 一 1 RAI 

(2) 如 果 边 数 大 于 sn 一 1, 至 少 有 一 个 天 ;: 

(3) MEWE a 一 1 条 边 , 则 至 少 有 一 个 顶点 的 上 诬 为 琳 数 。 
1-4 ИС Из АН 

(1) же? 

(2) EE СЖ. ИТЕР? 

(3) 任意 两 顶点 季 有 和 多少 道路 ? 
1-5 证 明 : 若 由 e 在 的 某 一 闭 链 中 , 则 。 在 G 的 某 一 于 中 。 
1-6 证 明 ; 着 向 避 的 顶点 度数 的 最 小 值 之 2, 则 避 有 图 。 
1-7 证 明 :一 个 连通 图 PP 是 一 条 道路 , 当 且 仅 当 PP 中 有 两 个 顶点 

的 度 为 1 ,其 余 顶 点 的 座 均 为 2。 
23» 


成 一 


1-8 ”证 嚼 下 面 两 个 图 不 同 构 。 


7157 


М 1-8 图 
1-9 证 明 下 面 的 图 是 同 构 的 。 


#19 | 
1-10 ”证明 :完全 图 的 每 个 导出 子 图 是 完全 图 。 


1-11 #СЯ ТИХ, СНЫ К, 的 一 个 子 图 。 


1-12 下 列 各 { 轩 的 所 有 边 , 在 哪个 图 中 构成 一 条 链 ? 在 哪个 图 中 构 
条 闭 链 ? 


1-13 Нос, 为 已 知 二 图 , 试 作出 它们 的 并 , 交 与 环 和 。 
1-14 设 G 是 简单 图 ,证 明 g 一 (2 成 立 当 且 仅 当 G 为 完全 图 。 


1-15 WAIE Knn) =m GAME, M о 2/4. 
1-16 证明: 如果 G В снов, WJ G РЕ — (и, 


1-17 证 明 ,G 为 连通 的 充 要 条 件 是 对 Y(G) 的 每 一 个 分 成 二 个 非 
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1 

C] É] | | É) 

4 3 4 3 4 3 3 4 
би) h) <) d) 


题 1-12 图 


[Т 42) 
А 1 G), 
| | N X 
4 3 4 3 4 3 
1 
1 - 
5 2 
5 2 5 2 < 
7 Ç 4 8 


4 3 
题 1-13 图 
FFEV НУ. 的 划分 , 恒 存 在 一 条 边 , 它 的 两 个 端点 分 别 属 于 Vi M 
Vaa 
1-18 EAE GARAE, Н у>, 1), G 是 连通 的 。 
1-19 ШЕЕ. ЕСС), 
ВС) < АОС — © < АС) + 1 


1-20 É CG ЭЕ Е TEAN ТЕТЕЙ FÉ ТЯ 
点 wrv и, ЖЕ ui,wwE ЕСС) „шв EG), | 


a 25 + 


£ H 


树 是 图 论 中 -НЕБНИХ ТЕТЕ 
Ae RERE 谨 程 问题 时 首先 提出 来 的 。 可 惜 他 的 发 现 超 
越 了 时 代 , 因 而 长 期 没有 引起 重视 树 与 图 中 其 他 一 些 基本 概 
念 ,如 图 \ 割 集 等 有 着 密切 的 联系 ,是 图 论 中 比较 活 唉 的 领域 。 
现在 树 的 概念 已 经 越 来 越 广泛 地 被 应 用 到 各 个 科学 领域 。 本 
章 讨论 树 、 生 成 村 的 概念 和 他 们 的 性 质 。 


2.1 树 的 特性 
定义 2.1.1 不 含 圈 的 连通 图 称 为 树 (tree) ,每 个 分 支 者 


是 树 的 分 离 图 称 为 森林 (forest), 树 中 的 边 称 为 树枝 
(branch), 


图 2.1-1# ШЖ 6 个 顶点 的 各 种 不 同 的 树 。 


LAAX 


2.1-1 有 6 个 顶点 的 树 


下 面 我 们 来 讨论 树 的 性 质 。 

定理 2.1.1 当 且 仅 当 简单 图 G 中 任意 两 个 顶点 均 由 唯 
一 道路 连接 时 ,; 才 是 一 标 树 。 

[证 明 ] 先 证 必要 性 ,因为 树 是 连通 的 ,所 以 树 中 任意 两 
个 顶点 之 间 必 有 道路 。 

如 果 在 G 中 存在 两 条 不 同 的 (w, 攻 道路 Р, 和 P,, 因 为 Р, 
EP WEE Р, 的 一 条 边 e= try) ek P. 显然 ,(P,U 
Р,)—е 是 连通 的 ,所 以 它 含 有 一 条 (zy) 道 路 P. 但 这 样 一 来 
P+e 将 是 GG 中 的 一 个 图 ,这 与 G 是 树 的 假设 矛盾 。 

НЕЛЛИ. G 是 连通 的 。 如 果 G 中 有 一 条 团 C, 那 么 忆 
上 的 任意 两 顶点 之 间 均 有 两 条 不 同 的 道路 ,此 与 假设 了 矛盾。 是 

推论 2. 1. 1 在 树 中 不 
相 邻 的 两 个 顶点 间 添 上 一 条 
边 , 则 恰好 得 到 -个 图 。 

[证 明 ] 设 w.v 是 树 G 
中 任意 两 个 不 但 邻 的 顶点 。 

由 定理 2. 1. 1, 帮 唯一 的 一 条 
(uv) 道路 P, 如 果 添 上 一 条 
以 ило ЖУЖАН е. ЖА Р - 
+e МЕ G+ 中 唯一 的 一 条 


图 2. 1-2 
ЕСЕ 2.1-2). В | : 


定理 2.1.2 pp 阶 图 G 是 一 棵 树 , 当 且 仅 当 G 是 有 p 一 1 
条 边 的 连通 图 。 

[证 明 ] 必要 性 。 用 归纳 法 。 当 p=1 或 2 时 ,命题 是 昆 
然 的 。 假 设 命题 对 少 于 p 个 顶点 的 所 有 树 均 成 立 。 由 于 树 G 
中 两 顶点 间 道 路 的 唯一 性 , 移 去 G 中 的 任何 一 条 边 , 均 使 其 
变 成 有 两 个 分 支 G, 和 G, 的 分 离 图 。 设 С, 与 G, 的 边 数 和 顶 
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Ж asp Agp 由 归纳 法 的 假设 ,有 
q, = — 1,0 = Ps — 1 | 
X рр p ВОВ 
а= % 4 q += (р —1)+ Ф — р + 1 
=p +P, — 1= p — 1 

ЖА. БЕС 中 有 一 个 x 图, 则 这 个 图 上 有 "个 顶点 和 
пж. ЖЕНА p 一 n 个 不 在 这 个 圈 上 的 顶点 ,每 一 个 顶点 
有 一 条 关联 于 它 的 边 且 这 条 边 在 联结 它 与 图 上 的 一 顶点 的 最 
短 道路 上 . 每 一 条 这 种 边 都 不 同 ,所 以 gp SRTA. 

Hit 2.1.2 设 G 是 有 pp 个 顶点 个 分 支 的 森林 ,那么 
С 的 边 数 为 р— Р, | 

这 是 因为 森林 的 每 个 分 支 的 边 数 比 顶点 数 少 1, 故 命题 
яя. Ш | 

推论 2.1.3 设 图 G 的 边 数 为 g, 顶 点 数 为 p。 如 果 避 无 
图 且 g==p 一 1; 则 G 是 一 标 树 。 

[证 明 ] 因为 G 无 图 ,所 以 G 的 每 个 分 支 都 是 树 。 设 GG 
有 上 个 分 支 ,由 推论 2. 1. 2, 得 gq 二 P 一 k, 按 已 知 条 件 :g==p 一 
1, 故 有 =1, 即 图 如 是 连通 的 ， 再 由 定理 2 1 1.2 知 ,G 是 一 棵 
Я. Ш 

推论 2.1.4 在 树 中 至 少 存在 两 个 度 为 1 的 顶点 。 

[证 明 ] 设 树 G 的 边 数 为 9, 顶 点 数 为 рН ` 


У! дер (2) = 27 


r€ VG) 


由 定理 2. 1.2, 有 
Ddeg(v} = 2(p —1)=2p—2 (2.1-1) 


如 果 G 的 每 个 顶点 的 度 均 大 于 或 等 于 2, 那 么 
. 28. 


_ У! deg(v) > 2р 


s€ V(G) 


这 与 等 式 (2. 1-1) 矛 盾 .为 要 使 等 式 (2. 1-1) 成 立 , 故 必须 至 少 
有 两 个 顶点 的 度 为 1]。 目 

综 上 所 述 ,关于 树 有 下 列 的 等 价 命 题 ， 

(1) GE - 棵 树 。 

(2) GG 的 任意 两 个 顶点 由 唯一 道路 联结 。 

《3) СЫ, Н 4=2Р—1. 

4) СЯЛЕ, На=р-1. 

(5) 避 无 图 , 且 车 G 的 任意 两 个 不 邻接 的 顶点 联 一 条 
H eN Gte аж. 


2.2 АУА 


在 定理 2.1. 2 必要 性 的 证 明 中 曾 指 树 具有 这 样 的 性 质 ， 
即 删 去 其 中 任何 一 条 边 , 均 可 使 G 变 成 分 离 图 ,反之 ,具有 这 
种 性 质 的 连通 图 一 定 是 一 棵 树 。 下 面 我 们 进一步 讨论 这 个 问 
题 。 

ЖХ 2.2.1 如 果 在 图 G 中 删 去 一 条 边 后 ,图 G 的 分 支 
数 增 加 , 则 称 此 边 为 G 的 割 边 Ccut-edge) [ 

定义 2.2.2 如 果 在 图 G 中 去 掉 一 个 顶点 (自然 同时 去 
掉 与 该 顶点 相关 联 的 所 有 边 ) 后 图 的 分 支 数 增加 , 则 称 该 顶点 
3 С В (сис vertex), 

例如 在 图 2. 2-1 所 示 的 图 中 ,e 是 割 边 ,v, 和 zz 均 为 割 
点 。 需 要 指出 的 是 e ВЕЩИ. 这 是 因为 去 掉 边 ee 后 ,G 变 成 
有 一 个 孤立 点 u 和 一 个 连 道 分 支 的 分 离 图 。 

关于 制 边 和 前 点 ,我 们 有 下 面 的 定理 。 
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图 2. 2-1 


定理 2.2.1 当 且 仅 当 C 的 一 条 边 。 不 包含 在 G 的 圈 中 
Ete TRAH. | 

[证 明 ] в. АС. HT Ge 的 分 支 数 大 于 
G 的 分 支 数 ,所 以 在 G 中 必然 存在 顶点 上 和 vw, 它们 在 G PE 
通 ,但 在 Ge 中 下 连通 ,因此 ,在 G PEERR и НР, 
它 必 通过 ce。 e= (г.у), HERR P Ех ВТ у. 在 G 一 e 
РЯ и 与 联结 , 另 有 一 节 使 y 与 2 联结 ( 见 图 2. 
2-2). Же ЖК C 中 , 则 在 G 一 e 中 Tsy 将 由 道路 C 一 e ж 
结 。 于 是 zx 和 = 在 Ge 中 成 为 连通 的 ,此 为 矛盾 。 


图 2. 2-2 
反之 ,假设 刘 e==(z, 力 不 是 割 边 ,那么 G 一 e 和 GG 的 分 支 
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数 相同 。 由 于 在 (> НЕ (т, СИ (с, у)), ТЫ 
т ffl y {ЕС 的 中 一 分 支 中 。 于 是 xyy 在 G 一 e 的 同一 分 支 
中 , 故 在 G 一 e 中 六 在 一 条 (zy,y) 道 路 P EK ЫЛ e RE CG 的 图 
P+e}, Ë | 

Hit 2.2.1 ЧАЧЕ С нар — 3 383 9 ih 
时 ,C 才 是 一 棵 树 . 

[证 明 ] 设 G Е ЖЖ, Н.Е EG, ВСЕМ, МЫ e 
不 在 刚 中 ,由 定理 2.2.1 知 ,e НШ. 

到 之 ,车 连通 疼 G 不 是 树 , 则 G 中 有 图 ,那么 图 中 的 边 均 
不 是 割 边 。 E | 

定理 2.2.2 当 且 仅 当 在 G 中 存在 与 顶点 不 同 的 两 个 
顶点 w 和 ww, 使 所 有 的 (wu,w) 道 路 都 通过 v 时 ,vw 才 是 制 点 。 

[证 明 ] 设 : 是 图 G 的 一 个 割 点 , 则 G 一 v 是 至 少 有 两 
个 分 支 的 分 高 图 。 令 UU 是 由 其 中 一 个 分 支 的 顶点 构成 ,W 是 
由 其 余 项 点 构成 ,从 而 形成 Y(G) 一 {o} 的 一 个 划分 。 于 是 任 
何 两 个 顶点 wEU 和 wEW 各 在 G 一 v 的 不 同 分 支 中 。 因 此 ， 
СЧ (ии) ERREA o, 

BLF v EG BERRA u 和 zw 的 道路 上 , 则 在 Со 
中 不 能 有 一 条 联结 x 和 za 的 道路 ,从 而 G 一 v 是 不 连通 的 , 即 
СИА, В 

定理 2 2.3 一 个 连通 图 G 至 少 有 二 个 顶点 不 是 割 点 。 

[证 明 ] ФЗ Fü o Ref G 中 有 最 大 距离 的 两 个 顶点 。 又 
假设 o 是 割 点 , 则 有 一 顶点 w CE u #E G— 的 不 同 的 分 支 
中 。 从 而 wv 在 每 - -条 联结 u Я vo 的 道路 上 ,所 以 Аи шуа 
4usz)。 这 是 不 可 能 的 , 故 顶 点 ww， 类似 地 顶点 x 不 是 割 点 。 E 

定理 2.2.4 羽 G 中 所 有 度 大 于 1 的 顶点 都 是 割 点 。 

[证 明 ] 若 deg() 一 0,z 显然 不 是 割 点 。 
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# дев (и) = 1, 则 G 一 vw 的 边 数 比 顶 点 数 少 1, 且 无 图 ,所 
以 G 一 uv 仍 是 一 樟树 ,因而 G 一 v 是 连通 的 , 故 v 不 是 割 点 。 

若 deg(w)>1, 则 存在 与 ”邻接 的 不 同 的 顶点 zx Mw. Ш 
路 uvw № НА: G 中 一 条 (ww) 道 路 ,于 是 ,在 扬中 去 掉 о 
及 其 与 v 关联 的 边 后 ,图 一 v 中 设 有 (zw) 道 路 ,因而 G 一 v 
成 为 分 离 图 , 故 7 Ем. ü 

定义 2.2.3 没有 割 点 的 非 平 凡 的 连通 图 称 为 不 可 分 图 
(non separable graph), 

` 定 理 3.2.5 不 可 分 图 的 任 一 边 至 少 在 一 个 图 中 ，。 

[证 明 ] 设 。 是 不 可 分 图 GG 的 任 一 边 ,e 一 (x,y) 因 为 zx， 
y 都 不 是 割 点 ,所 以 图 G 一 e 是 连通 的 , 故 在 G 一 中 必 有 一 条 
(xz,y) 道 路 P。 汪 是 P+e Н G Л. В 

综 上 所 述 , 对 制 点 和 制 边 我 们 分 别 有 下 面 的 等 价 命 题 。 

令 v 是 连通 图 GG 的 一 个 顶点 。 下 面 的 陈述 是 等 价 的 ， 

(Оо ЕС. 

(2) 存在 与 v ЖЕНТ u ЖИ хо, о 在 每 一 条 (xu、 
w) 道 路 上 。 

(3) 存在 一 个 顶点 集 V 一 {fo} 分 成 子 集 UU 和 W 的 划分 ， 
使 得 对 任何 两 个 顶点 wEU Я Є, RA о 在 每 一 条 (w、w) 
道路 上 。 

Фе С 的 一 条 边 。 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

(1) e Жс. 

(2) е REC ВЕНА, 

(3) 存在 G НИМ u M vu tE е 在 每 一 条 联结 x о 的 
道路 上 。 
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2.3 生成 树 


定义 2.3.1 WET JE G 的 一 个 生成 子 图 而 且 又 是 一 标 
Я, ИТ ER C 的 一 棵 生成 树 (spanning tree)。 对 分 离 图 来 
说 , 则 称 为 生成 森林 (spanning forest) 。 

生成 树 7 中 的 边 称 为 树枝 ,属于 G 而 不 属于 了 的 边 称 为 
WEPE(cotree) 。 

Н 2. 3-1 给 出 -个 连通 图 G 和 它 的 一 棵 生成 树 ( 图 中 的 
粗 线 )。 


图 2. 3-1 

W G ТИ ТЕСЕН 
E 2.1.2 НВК РЕНО с РНС Ж 
НТЛ ВФ, ЩИ G 的 生成 森林 有 p—k 个 树枝 ， 
有 4g 一 P 十 上 个 连 枝 。 

一 个 连通 图 的 生成 树 不 是 唯一 的 ,但 是 一 个 连通 图 的 任 
一 生成 树 中 所 含 的 树枝 数 ,从 而 与 其 对 应 的 连 枝 数目 确 是 固 
定 不 变 的 。 

定理 2.3.1 图 G 有 生成 树 的 充 要 条 件 是 G 为 连通 图 。 

[证 明 ] 如 果 G 不 连通 ,那么 它 的 生成 子 图 都 不 连通 。 
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因此 С ЖЕНЯ. 

反之 ,如 果 ( 连通 , 设 工 是 G 的 边 数 最 小 的 连通 生成 子 
图 。 于 是 对 任意 的 e€ 已 (7),T 一 是 分 离 的 。 由 此 推 知 ,7 的 
每 一 条 边 均 为 割 过 ,因此 了 是-- 棵 树 . 又 工 是 G 的 生成 子 图 ， 
WA T EGK- ЕД. В 

推论 2.3.1 车 图 CG 是 连通 的 (2.4) 图 , 则 д2р—1. 

定理 2. 3.2 工 是 连通 tp,q) 图 G 的 一 棵 生成 树 的 充 要 
条 件 是 代为 G 的 有 pp 一 1 条 边 的 连通 生成 子 图 。 

[证 明 ] 如 果 工 是 G 的 一 棵 生成 树 , 则 全 是 G 的 一 个 
ERTE TET 有 个 顶点 ,又 了 是 一 标 树 , 故 了 连通 且 有 
#—1 ЖШ]. 

反之 , 设 工 是 G 的 有 z 一 I 条 边 的 连通 生成 子 图 , 故 必 有 
思 个 顶点 ,又 工 是 连通 的 ,由 定理 2.1.2 Ф.Т 是 一 棵 树 ,所 以 
TE Gl ЖЕ, ü 

定理 2.3.3 ИТ REAR СА ЕИ, ЭН е 
一 条 连 枝 , 则 了 十 含有 一 条 唯一 的 图 。 

这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 。 

下 面 我 们 来 介绍 求 一 个 连通 图 G 的 生成 树 的 两 种 方法 ， 
PEAKE. 

所 谓 避 图 法 E: ЕҢ Же, НЙ е,,е, 和 e, 不 
构成 图 ; 然 再 取 - -条 边 eyes 和 ae THRE. mF 
去 ,最 后 得 到 的 不 含 图 的 连通 生成 子 图 就 是 G 的 一 棵 生成 . 
树 。 

例如 ,在 图 2. 3-2 RRE G PW ae bede, f 
=e ВАН: abd ГЕТЕ ЕЕ СЖ 
树 。 

MARRE E: EC 中 任 取 一 加 ,去 掉 其 中 的 一 条 边 , 然 
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G 人 的 一 棵 生成 树 


图 2.3-2 

后 再 取 一 个 圈 , 再 太 掉 这 个 图 中 的 一 条 边 。 如 此 继续 下 去 ,最 
后 得 到 的 连通 图 的 无 图 的 生成 子 图 就 是 G 的 一 棵 生成 树 。 

例如 ,去 掉 在 图 2. 3-2 所 示 的 图 G rR, UB ое, ЕЛ с; 
RE abge, EIH e, 最 后 取 图 dfe, EROH e | F Bg а, 
6,d4, 了 组 成 的 生成 子 图 就 是 G 的 一 棵 生成 树 。 = | 

2. 3-3 中 给 出 图 2. 3-2 所 示 的 图 G 的 全 部 生成 树 。 

从 上 面 的 例 卫 可 以 看 到 ,一 个 连通 图 的 全 部 生成 树 通 党 
是 相当 多 的 .在 后 面 的 讨论 中 ,将 给 出 求生 成 树 的 另外 的 方法 
和 计算 生成 树 数目 的 方法 。 


J м 二 


2-1 证 明 :无 环 图 的 任意 两 个 顶点 同 均 有 唯一 道路 , 赣 此 图 必 为 
一 标 树 。 
22 设 了 是 一 棵 树 , 旭 工 中 最 长 着 路 的 起 点 各 终点 的 度 均 为 1。 
2-3 证 明 : 怡 好 有 两 个 顶点 的 度 为 1 的 树 必 为 一 道路 。 
24 设 G 是 一 个 分 高 图 .证明 :G 是 森林 的 充 要 条 件 是 G 的 每 一 
条 边 是 割 边 。 
в 35 . 


лє 
сєсєсы: 
IJESA ， 


2-5 证明 推 论 2. 3. 1。 

2-6 ”证明 定理 2.3.3. 

2-7 证 明 : 若 (为 4 之 2 的 正则 图 , 则 人 没有 割 边 。 

2-8 HMC 是 连通 的 ,对 p 之 3 ЖЖ K, 且 若 GG 的 任何 两 个 不 邻 
接 的 顶点 联 一 条 边 ,G+e 怡 有 一 个 图 ,证 明 避 是-- 棵 树 。 — 

2-9 СКК, 或 KK,,p=g 十 1, 且 车 GG 的 任何 两 个 不 令 
接 的 硬 点 联 一 条 边 СЕЛЕН G ВН. 

2-10 利用 避 图 法 和 破 图 法 求 下 列 两 个 图 的 全 部 生成 树 。 


题 2-10 图 ` 
2-11 EREC ЖА, НТ, С=Т. 
2-12 用 4 记 ( ФИНЕ МАЕ. ERE GE доа, С 
至 少 有 二 个 顶点 的 度 为 1。 
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第 三 章 ” 欧 拉 图 和 哈密 顿 图 


这 一 章 讨论 声 一 类 特殊 的 图 叫做 欧 拉 图 , 它 与 我 们 在 第 
一 章 所 到 的 七 桥 站 题 有 关 。 并 简要 的 介绍 一 下 另 一 类 特殊 的 
图 ,叫做 哈密 顿 图 , 它 与 所 亩 “环球 航 行 "问题 有 关 。 


3.1 f 路 


ВЕ (сис) М 8053 ЖЕ, 

显然 ,图 是 环 路 。 图 是 连通 的 , 环 路 不 一 定 连通 。 

例如 ,图 3.1 1R HR labe fog hitit Э E 
E El abc WME fen ИЖЕ, I abc fgh) EE 38 
的 ,而 环 路 {a,b,c. 有 ,i,j} 不 连通 。 


图 3. 1-1 
W labed, f) BRE h H abc 和 图 cd f 组 成 ,但 它 不 
是 环 路 。 因 为 它们 有 一 条 公共 边 ,不 是 圈 的 边 不 重 并 。 
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БД ИЕН. DEN Ж, ИЫ 9] — й 
НЕТ. 上 是 我 们 有 下 面 的 命题 和 定理 ， 

命题 3.1.1 ЕЕ. 

定理 3. 1.1 ИЛИ. 

СЕНЯ] ЖС 为 一 个 环 路 ,对 Y EVO ,如果 只 有 一 个 
圈 经 过 顶点 v, 则 有 degv=2。 如 果 有 不 止 一 个 圈 经 过 ww, 因为 
没有 一 条 边 在 不 同 的 图 中 ,所 以 vv 的 度 等 于 2 倍 经 过 顶点 > 
HE HAMS. В 

由 命题 3. 1. 1 和 定理 3.1.1 知 , 闭 链 中 每 个 顶点 的 度 均 
为 偶数 。 图 中 每 个 顶点 的 度 为 2。 

定理 3.1.2 | CG 是 连通 环 路 当 且 仅 当 存 在 一 条 包 合 G . 
的 所 有 边 的 闭 链 。 

[证 明 j 因为 闭 链 是 连通 环 路 ,所 以 ,如 果 存 在 一 条 闭 链 
包含 如 的 所 有 边 , 见 么 安 是 一 个 连通 的 环 路 。 

成 ,结论 显然 成 立 . 否则 是 另 一 个 转口 5 C, 有 一 个 公共 项 点 
т, Хо ЕН С, 和 Cs 相继 组 成 的 途径 是 含有 这 两 个 图 中 每 
条 边 的 一 条 闭 链 。 继 续 这 个 过 程 ,我 们 可 以 构成 一 条 含有 G 

的 所 有 边 的 闭 链 。 目 

推论 3.1.1 没 G 是 一 个 连通 图 ,车 恰 有 两 个 顶点 的 度 . 
是 奇数 , 则 G 有 一 医 开 链 , 它 含有 的 所 有 的 顶点 和 边 ( 它 从 
一 个 度 为 奇数 的 顶点 开始 到 另 一 个 度 为 奇数 的 顶点 为 止 ) 。 

定理 3.1.3 每 个 顶点 的 度 为 偶数 的 图 С 是 环 路 。 

[证 明 ] 如 果 避 是 连通 的 , 则 由 命题 3. 1.1 和 定理 3.1. 
2 即 知 定理 为 真 。 各 果 避 是 分 离 图 , 且 由 上 个 分 支 组 成 ,因为 
每 个 分 支 是 连通 的 А А, ТЫ G У. EÉ 

定理 3.1.4 ТИНЫ. 
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[证 明 ] ü C, ЖС, ЗА, о Ж С,@С, 中 任 一 顶点 ， 
euvew "C1 是 4 中 与 v 关 联 的 边 ,ez sez, ente C 中 与 了 
关联 的 边 。 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 а= сш зеш ен, ese = ез, 
但 eyprisergras""* е er priser роз" ;ez 彼此 不 同 , 这 样 ,在 
СӨС, 中 与 关联 的 边 有 r+s—2p 条 , 即 dego=r+s—2p. 
因为 Ci 和 С, 均 为 环 路 ,所 以 ”5 均 为 偶数 , 故 degz 一 十 * 一 
2р 是 偶数 .由 > 的 任意 性 和 定理 з. 1. 3 知 ,C1 的 Ci ВУ. Ш 

推论 3.1.2 #С,,С,,---,С. Е, WI С.ӨС,9:-Ф 
С. Ва, 

推论 3.1.3 ЕР ТР, АЖ — ЖЖ и Жо М 
(xp) 道 路 , 则 POP, 是 环 路 。 

[证 明 ] ЯР, ЯР, ио #F3 3583402 E TR 
(如 图 3. 1-2(a) 所 示 ) 。 BR. POOP: 是 一 个 圈 。 如果 P, ЯР, 


. 图 3. 1-2 
除 u,v 外 还 有 其 他 公共 顶点 (如 图 3. 1-26) Ce) 所 示 ), 在 端点 
иь [8] 00—215 e= Cuv), N) P, +e fl P, +e НШ, НЕ 
理 3,1,4, 有 . 
(Р, + e) Ф (P, + e) = P, ФР, 
是 环 路 。 Ë 
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32 К 拉 图 


定义 3.2.1 顶点 均 为 偶数 的 图 称 为 欧 拉 图 (Euler 
graph ) 。 

定义 3.2.2 经 过 图 G 的 每 一 条 边 的 链 称 为 欧 拉链 (Eu- 
ler chian), 

由 上 一 节 的 计 论 , 易 知 : 

(1) ЙЕНЕ, 

(2) ЖЕНЕ, 

(3) 图 С 是 连通 欧 拉 图 当 且 仅 当 存在 一 条 包含 G 的 所 有 
边 的 闭 链 ， 

(4) 两 个 欧 拉 图 的 环 和 仍 是 欧 拉 图 。 

定理 3. 1. 2 和 推论 3. 1. 1 反映 了 图 的 一 个 重要 性 质 , 即 
图 的 连 绘 性 。 一 个 连 绘 的 图 是 指 这 个 图 可 以 用 一 笔画 成 而 没 
有 重复 的 笔划。 鬼 句 话说 就 是 在 这 个 图 中 存在 -一 条 通过 每 条 
边 的 链 。 一 个 图 起 否 可 以 连 绘 是 由 其 顶点 的 度 决 定 的。 我 们 
可 以 这 样 设想 ,一 个 连 绘 的 图 ,必然 只 能 有 一 个 作为 起 点 的 顶 
点 和 一 个 作为 终点 的 顶点 。 其 余 的 在 这 个 图 上 的 顶点 都 只 能 
是 “过 路 "的 顶点 , E 像 一 个 旅程 的 中 途 站 ,凡是 作为 中 途 站 ， 
者 必然 是 有 "到达" 和 “ 离 去 ”。 至 于 达 多 少 次 的 数目 是 没有 关 
系 的 ,只 要 离 去 它 的 次 数 和 到 达 的 次 数 相同 , 它 便 是 个 中 途 站 
了 .由 于 规定 不 用 皇 复 的 路 线 , 故 每 次 到 达 和 离 去 都 用 不 同 的 
边 代表 ,这 拌 它 必 然 是 具有 偶数 条 边 ， 换 句 话 说, 一个“ 过路" 
的 预 点 , 必 是 度 为 倘 数 的 顶点 ,只 有 起 点 和 终点 的 度 才 可 能 是 
奇数 顶点 。 如 果 一 个 连 绘 图 的 始点 和 终点 不 是 同一 个 顶点 , 那 
么 这 个 图 就 一 定 恰 有 两 个 奇数 度 的 顶点 和 而且 是 一 个 连通 图 ; 
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ДЕЕ В të се Е — ТА sa , BE Z X 4- EI SË JE: T 
АВР ЕЗ Е, АНОР. 

通过 上 面 的 讨论 ,七 桥 癌 题 ( 图 1.1-5) 无 解 就 是 很 自然 
的 了 。 


3.3 哈密 顿 图 


定义 3.3.1 通过 图 G 的 每 个 顶点 的 图 称 为 哈密 顿 
( Hamiltonian cycle)。 上 共有 了 哈密 顿 图 的 图 称 为 哈密 顿 图 
(Hamiltonian graph), 

目前 ,虽然 已 经 知道 关于 哈密 顿 图 的 若干 必要 的 或 充分 
的 条 件 。 但 是 , 找 哈 密 顿 图 的 一 个 入 洗 而 有 用 的 特征 ,使 之 不 
仅仅 是 定义 的 一 个 隐蔽 的 同 义 语 , 换 名 话说 给 出 一 个 图 是 哈 
密 顿 图 的 充 要 条 件 , 这 是 一 个 诱 人 而 没有 解决 的 问题 。 

下 面 我 们 先 给 出 一 个 图 避 是 哈密 顿 图 的 必要 条 件 。 

定理 3.3.1 FE CG 是 哈密 顿 图 , 则 对 于 V(G) 的 每 一 个 
非 空 真子 集 S, 导 出 子 图 G—S 的 分 支 数目 x(G 一 S$) 均 满 足 

ЫС — S) < |5| 

[证 明 ] W C 是 图 C É — Nl. X: 3635 Ë Bi Th 5k18 
8: | 
《1) S 中 只 含有 C 中 的 诸 邻接 顶点 ,这 时 图 C—S 显然 是 
一 条 道路 ,因此 有 

ВС – 5) = 1 

(2) S 中 含有 r 个 在 C 中 均 不 邻接 的 顶点 ,这 时 图 C— 5 

有 个 分 支 ,于 是 
C —S)=r+r, IS| = r 
СИНЕ С RIN ЕТ A ЖКХ П C2) 
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表 胡 删 去 r 个 互 不 邻接 的 顶点 ,C 一 S 的 分 支 数 为 -。 因 此 ,一 
般 说 来 ,如 果 S 既 含 有 邻接 的 顶点 又 含有 不 邻接 的 顶点 , 那 
么 我 们 有 | | | 
ВС — 8) < |$| 
同时 ,C 一 S$ 6—5 的 一 个 生成 子 图 ,因而 
АСС — S) = k(C — 5) E 

定理 3. 3. 1 给 出 了 图 G 是 哈密 顿 图 的 必要 条 件 ,因此 一 
个 图 只 要 不 满足 定 蛙 3. 3.1 的 条 件 就 可 以 断定 它 不 是 哈密 避 
图 , 例如 在 图 3. 3-1 НЕ ль ооз 三 个 顶点 , 则 得 到 四 个 分 
支 ,不 满足 定理 3. 3. 1 中 的 条 件 , 因 此 这 个 图 不 是 哈密 顿 图 。 
但 是 一 个 非 哈 密 想 图 却 可 以 满足 定理 3. 3. 1 的 条 件 ,譬如 图 
3. 3-2 所 示 的 图 不 是 哈密 顿 图 ,但 它 却 满足 定理 3. 3. 1 中 的 


Ё 3. 3-1 3. 3-2 
下 面 我 们 给 出 图 G 是 哈密 顿 图 的 一 个 充分 条 件 。 
定理 3.3.2(Dirac 1952) BG E n(223) rfi A 是 
有 最 小 度 的 顶点 ,如果 
дер (1) > п/? 
W| G 是 哈密 顿 图 。 
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[证 明 ] 用 反 证 法 .如果 定 理 的 结论 不 成 立 , 并 设 G 是 有 
之 3 阶 的 和 顶点 的 最 小 度 之 /2 的 最 大 非 简 单 险 密 顿 图 ,由 于 
G 是 非 险 密 顿 图 ,所 以 G 不 是 完全 图 。 设 和 w 是 G 的 不 邻 
接 的 顶点 ,由 С 的 最 大 性 ,G 十 wv 是 哈 窗 顿 图 。 此 外 ,由 于 G 
是 非 哈密 顿 图 ,(; 十 wv 的 每 一 个 哈密 顿 圈 必 然 包含 边 ww ,于 
是 在 G 中 存在 一 个 起 点 为 x 一 mm ,终点 为 一 的 险 密 顿 道路 
(包含 G 的 每 一 个 顶点 的 道路 称 为 哈密 顿 道 路 )vvs… v,, 令 
S= {оц © ЕС} 
T= {vv € E(G)} 
EA и. & ОТ, ТЫ 
_ ISUT| <an (3. 3-1) 
而 县 
ISNTI=0 (3. 3-2) 
因为 否则 SAT 包含 某 个 顶点 „с HAm Чит: *** 
Vu vt 此 与 假设 矛盾 (图 3. 3-3). 


图 3. 3-3 
利用 (3. 3-1) 和 (3. 3-2) 式 ,可 得 
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deg(u) + (jeg(z) 一 |S} + |Т 
= |5 0Т| + [$ ПТ| <n 
这 与 最 小 度 守 x/2 ПЕ. Ш 
定理 3.3.3 没 w,v 蚌 nn 阶 图 G 中 两 个 不 邻接 的 顶点 ， 
如 果 
deglu) 十 deg(v) 2 n 
则 С 是 哈密 顿 图 的 充 要 条 件 基 С-и 为 哈密 顿 图 。 
[证 明 ] 若 必 是 哈密 顿 图 , 则 存在 一 条 哈密 顿 图 ,增加 
一 条 边 uv 并 不 影响 哈密 顿 圈 的 性 质 , 因 此 G+ uu 也 是 哈密 
ЯЕ. 
Ж G+uu 是 哈密 顿 图 ,如 果 G+ o ВЮ УЖ ДЭЛ 
uv， 则 由 
G = (G + uu) — uv 
知 ,G 中 有 一 条 哈密 顿 图 ;如 果 G+ uo 的 哈密 顿 团 中 含有 uv 
边 ,不 妨 设 团 为 
С UUV, е ти 
记 
дер’ (и) = degç, (u) = degelu) + 1 
deg' (zy = деде (0) = degs) + 1 
ВОН 
deg' (и) + deg' (v) = дерс(и) + deg; (o) + 2 
= n + 2 (3. 3-3) 
假设 在 顶点 za zao oo, tpi г T “ 
У, 
5 и 邻接 ,那么 
degc, (и) = r + 2 
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如 果 顶 点 rz 和 > 个 预 点 1 中 的 某 一 顶点 
v iE RZ, | 


С= ий, у Ta **° тш 


显然 是 G 的 一 个 哈密 顿 轩 ( 图 3. 3-4) 


и 2» 


图 3, 3-4 
如 果 顶 点 > 和 个 顶点 Uit Vipat su a AARRE, WJ 
有 
Зевс (о) (n — 1) — r 
= (n — 1) ~ (degç+= — 2) 
从 而 
дерс би) 十 degorm(v) =< n + 1 

HI 


deg' (и) + deg' (v) п + 1 | 
这 与 (3. 3-30 И, TEG 中 存在 一 个 哈密 顿 圈 , 故 G 为 哈 
SME. в | 
定义 3.3.2 设 G 为 -x 阶 图 ,车 任 一 对 顶点 u,v 清 足 
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deglu) 十 deg(o) > n | 
M Ай (и.т) АСС), WH Си, МЕРЕ G, 得 图 GH luv), 
如 此 反复 加 边 直 到 无 边 可 加 为 止 ,这 样 所 得 到 的 图 叫做 图 С 
H ВУ (соіѕиге? ПЕ С, 
图 3. 3-5 分 划 给 出 4 个 顶点 和 86 个 顶点 的 图 的 闭 包 的 构 
造 过 程 。 


=m 
ARER 


BI 3. 3-5 


根据 定义 3. 3. 2, 一 个 图 的 闭 包 的 构造 过 程 就 是 把 度 的 
和 至 少 是 图 的 顶点 个 数 的 非 邻接 顶点 对 递 推 地 连接 起 来 ， 直 
到 不 再 有 这 样 的 顶点 对 存在 时 为 止 。 

命题 3.3.1 图 G 的 闭 包 是 唯一 的 。 ， 

[证 明 ] 设 G 和 G, 是 用 下 述 方法 从 GG 中 得 到 的 两 个 
:把 度数 之 和 至 少 是 G 的 项 点 数 的 非 邻接 顶点 对 递 推 地 连 
接 起 来 ,直到 不 再 有 这 样 的 顶点 存在 时 为 止 。 用 eserse 
ЖИ f. Да» "fo 分 别 表 示 G, Я С, 中 那些 分 别 增加 到 C 的 边 
的 序列 。 我 们 证 时 :每 个 e 是 G; 的 一 条 边 ,而 每 个 f, E G, 的 
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一 条 边 。 
Жени: = (wu,v) 是 序列 еее, 中 第 一 条 不 属于 
G, ЁН, Н=С- {eses ex) НС, 的 作法 知 
dega (u) + Чен) > n 
根据 en ЕЕ -H Ж С, 的 子 图 , 因此 
degG,(u) 十 degG,(u) > п 
ТЖ. Я ХС, P u A о ЕЕН, В р е, 都 
Ж С, 的 边 。 类 似 地 可 以 证 明 , 每 个 广 都 是 如 的 边 ,因此 G, = 
G. Ш 

根据 定理 3. 3. 3 不 难 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 3.3.4 当 且 仅 当 一 个 简单 图 的 闭 包 是 哈密 顿 图 
时 ,这 个 简单 图 才 是 哈密 顿 图 。 

[证 明 ] ЯСИА, а, Санин. 如 
Ж С ЕКШ ji B 4 С=С B, ущ G 天 和 时 , 必 存 在 
ETRA EG 

и а + e, + + + e, = б 
其 中 多 Gsi==1.2,… s,m НИНА Я.А PERM 
个 顶点 均 有 
Чек(и) -i degr) > и (tn: 局 的 顶点 数 ) 

RA Gte t e, + +e, 是 哈密 顿 图 ,由 定理 3. 3. 3 Ф.С 
Heite + Бе, ,是 哈密 顿 图 ;反复 应 用 定理 3. 3. 3,u[ С 
Е. EÉ" 

РУ 3.3.3 Ио, 3 ИН С È$ 下 个 顶点 , 记 

d, = дез (,), 1=1,2,- n 
(а, ,ds… ‚а, У G ВА ВЕ РЕЗ (degree sequence) 。 

定理 3.3.5 设 G 是 一 个 具有 度 序列 (di1,d,,…,d,) 的 

简单 图 ,这 里 Да Д5 … 态 qd,, 且 之 3, 假 如 不 存在 小 于 п/2 
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№ т НН, 2..- m d, „п-т. BZ, С ЖЕШ. 

[证 明 ] £= K.CK, 是 哈密 顿 图 ,见习 题 3-2) ,那么 由 
定理 3. 3.4 知 G 是 哈密 顿 图 。 

# СК... 

Чея’ (v) := dege (o), Чер! (м) = дерь(и) 

Ши 是 G 中 不 邻接 的 而 且 度 之 和 是 最 大 的 两 个 顶点 ， 

不 妨 设 
deg’ (и) < deg' (ш) 
因为 (u,v) ЕС. 
deg' (u) + дер’ (0) < п 


H 
т = дер(и) = > 
Вас нл: уо 邻接 的 项 点 的 个 数 , 则 有 

deg' (0) = n — 1) — e 
Вр 

а = (п — 1) — дер’ (v) 
由 于 

deg’ (и) + deg' (о) S< n — 1 

故 


& 一 人 一 1) 一 deg'(o)y 之 deg' (u) = т 
ШС ЖЫ ЖЕНА т т, 
Ú; st. И, (а 22 т,и = ©) 

相应 的 度 序列 适合 | 

а, = d, =< се =< d, = п 
H+ ССС, ЕС 中 也 应 该 至 少 有 sm 4-5 BU RK m A 
为 度 序 列 是 以 递增 顺序 排列 ,所 以 
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da < т (3. 3-1) 
АЕ, G 中 不 与 邻接 的 点 的 个 数 为 ,那么 
В =п—1— дер (и) =п—1-т 
设 这 些 顶 点 分 别 是 
Viv iy = у) 
由 于 v 是 不 与 = 邻接 的 顶点 中 度 最 大 的 一 个 , 故 有 
d, =. 4; < бє 6 d, = дед (0) <n — т 
因为 м<2/2, 810 
т (m — п) < 0, дер’ (и) < n — m 
从 而 一 基肥 一 mm 一 让 十 1, 即 n—m 个 顶点 度 都 小 于 nm, 
Bp 
| de-n < п — т (3. 3-2) 
这 就 是 说 ,存在 一 个 小 于 n/2 的 数 m, 使 (3. 3-1) 和 (3. 3-2) 式 
成 立 ,此 与 定理 的 假设 牙 盾 ,于 是 避 ==KK,, 从 而 定理 得 证 。 目 
КЖ ДЕРД 1856 年 哈 
密 顿 首先 提出 的 所 谓 环 球 航 
行 问题 而 命名 ， 
考虑 用 正 十 二 面体 的 顶 
点 代表 20 个 城市 ,要 求 旅行 
者 从 某 一 城市 出 发 , 遍 经 各 城 
市 一 次 且 仅 一 次 ,最 后 返回 出 
发 地 。 
“环球 航行 "问题 用 图 论 图 3. 3-6 
的 语言 来 说 就 国 在 十 二 面体 的 图 中 找 出 一 条 通过 每 个 顶点 的 
ВС 3. 3-6). 
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习 题 三 


3-1 判断 下 列 各 图 是 否定 欧 拉 余 ,若是 作出 图 中 的 一 条 欧 拉链 。 


题 3-1 图 
3-2 Ший £B K. ЛОМ, 
33 图 G 是 否 候 哈密 顿 图 ? FE АШИ E o ТН. 


题 3-3 ËI 
3-4 ФИ С= (4V ,EF) 不 是 险 密 顿 图 (IV | 之 3) ,证明 至 少 有 一 个 顶 
点 的 度 适 合 degtv)< IV1/2。 
3-5 ЧЕН. СЯ, НЕСЯ V НУ, [5 Vl, 
СЕ, 
3-6 证 明 : 若 图 心中 存在 一 顶点 vE degi) =1,Ж 2С Ж 
.51. 


ЕН. | 

37 СЕТ (а, 4..4) p Er A E, 3t а, а, 
=< <d, ШЕН: ЖУ АЛЕНЕ т< р+ 1/2, СМА а. <от a, ар 
т, G ЖЕЕ т. 

3-8 设 G 为 度 序 列 (di,ds,…,d,) 的 简单 图 ,并 设 右 有 序列 (dl， 
Ф." ,其 中 | : 若 对 一 切 的 m 
LPR а. 2а... ПС ЮНОН. 

3-9 证明: 若 G 是 连通 简单 图 , 目 2222008 G 的 最 小 度 ), 则 G 
中 有 一 条 长 至 少 为 8 的 道路 。 
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第 四 章 щщ Ж 


割 集 同 转 、 树 等 概念 一 样 , 是 图 论 中 一 个 重要 概念 。 在 图 
论 的 应 用 中 ,特别 在 电网 络 理论 中 割 集 概念 占有 重要 地 位 , 割 
集 与 图 在 概念 上 密切 相关 ,而 且 与 树 的 概念 也 有 着 重要 的 联 
系 ,本 章 讨论 割 集 概 念 及 其 性 质 ,并 引进 断 集 的 概念 。 如 无 特 
别 说 明 ,本 章 所 讨论 的 图 均 为 (p,9) 连 通 简单 图 . 


4.1 制 集 与 断 集 


我 们 定义 连通 图 G 的 顶点 数 减 1 УСН, НИ: R 
(С) „Ву 
Е(С) = р – 1 
如 果 避 是 有 “个 分 支 的 分 离 图 , 则 定义 
R(G) = р — k 
定义 4.11 @5СЕ(С),ШЖ 
1. КС — S) = р 2 
2. 对 YS'CSRG— 57) = р— 1 
则 称 边 集 S HE G 的 一 个 割 集 (Cut Set), 

换 句 话说 ,一 个 割 集 5 是 这 禅 一 个 边 集 ;在 G hh s 
的 所 有 边 后 ,G 变 成 具有 二 个 分 支 的 分 离 图 ,但 是 只 去 掉 5 中 
的 部 分 边 , 图 将 仍然 是 连通 的 。 

等 如 ,在 图 4. 1-1(e) 所 示 的 图 G В, S= (а,Ь,с) 
Ж 5= (Ь,с,а, 5. Ну 5 的 全 部 边 后 ,图 的 
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秩 减少 1, 即 图 ( 变 成 具有 两 个 分 支 的 分 离 图 (图 4. 1-1%), 
(y. 注意 ;去掉 出 集 S= (epyc} 得 到 是 一 个 具有 一 个 孤立 点 
和 一 个 连通 分 支 的 分 离 图 。 但 是 去 掉 S 的 任何 一 部 分 图 仍 连 
通 。 我 们 用 虚线 晤 出 的 闭合 曲线 表示 制 集 。 . 


图 4, 1-1 


Ш S= b. PERR, НЯ, са} Ja ЮФ 
不 减少 ,也 就 是 说 ,图 仍 是 连通 的 (图 4.1-2(4)); 边 集 S= (с, 
egi TERR HIER cega BREAKERS, EE 
-去掉 {cve,g} 的 汪 集 {c,e) 后 ,图 的 秩 也 减少 (图 4.1-205)); 边 


ow 
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集 5={c,e,f,g! 也 不 是 制 集 ,因为 去 挤 这 个 边 集 后 ,图 的 秩 
减少 2, 即 图 G 变 成 有 三 个 分 支 的 分 离 图 (图 4. 1-2(c)) 。 

根据 制 集 的 定义 * 如 果 S 是 图 С (У, Е), р, 
那么 去 掉 © Вр TAITA :G,= (V, .Е,),С,= (Vs 
ED er V, 表示 (中 不 属于 V, МИА, У, ПУ, = 
VENT =. HE 5 中 的 任何 一 条 边 , 它 的 两 个 端点 一 
TEV ФЯ ЕУ, 中 ,G 中 其 他 的 边 不 具有 这 种 性 质 ,并 
且 玉 中 任意 两 个 硕 点 之 间 存 在 一 条 不 包含 让, 中 任何 顶点 的 
道路 ;同样 ,V, 中 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 一 条 不 包含 V, 中 任 
何 顶 点 的 道路 。 因 此 , 若 给 定 一 个 图 G= (V ,EE) ,把 顶点 集 Y 
分 成 两 个 不 相交 的 子 集 V 和 区 ,使 同一 顶点 子 集 中 任何 两 
个 顶点 间 的 道路 均 不 包含 另 一 个 顶点 子 集 中 的 任何 顶点 , 那 
Z. G 中 的 端点 分 别 属于 V, ШУ, 中 的 边 的 集合 ,就 是 C 的 一 
tHE. 

例 在 图 4. 1-3 ARAM Ср. У, = {1,2,3},У={4,5, 
6,7} ,那么 端点 分 别 在 V, У, 中 的 边 a,b,c d,e, f НН 
边 集 就 是 @G 的 一 个 割 集 。 


图 4.1-3 - | 
在 图 4. 1-4 АЕ С 中 , 取 У, == {3,4,7,8},У,={1, 
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2,5,6,9,10}. 那么 ,端点 分 别 在 У, 和 V, 中 的 边 集 {c,&,1,i， 
es8} 不 是 割 集 , 内 为 去 掉 这 个 边 集 后 ， 图 变 成 有 三 个 分 支 的 分 
离 图 (图 4. 1-5) 。 


图 4. 1-5 


Ш (с,А,1.г,е. 68 虽然 不 是 割 集 , 但 它 是 割 集 5,= (csk, 
LMR S= с. 0КР. 
定义 4.1.2 图 G 中 端点 分 别 属于 V, У, 的 所 有 边 的 
集合 称 为 G 的 断 集 (seg)。 
我 们 用 EQ ХУ, С У, M V, 分别 为 图 G 的 两 个 顶 
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点 子 集 ) 表 示 一 个 端点 在 Vi 中 , 另 一 个 端点 在 V, 中 的 所 有 边 
的 集合 。 
例如 ,在 图 4. 1-6 RHE G =, У, ={1,2},У,={2, 
3} (4. 1-6(a)) ,那么 
ECV, ХУ, ) = (a,b,c) 


图 4. 1-6 


如 果 取 人 一 (1,2,5} ‚У, =, {3,4} (图 4. 1-6(5)),Е2, 
ECV, x V.) = (b,c,e,f,h) 

В, ECV, XV,) 的 边 集 是 一 个 断 集 ,反之 , 任 一 断 
集 均 可 写成 СУ ХУ. | 

ВВГ ARH WE V, 中 任何 两 个 顶点 间 的 道路 均 
不 经 过 У, 中 的 斑点 ,同时 ,7 中 的 任何 两 个 顶点 间 的 道路 也 
不 经 过 的 顶点 ,那么 顶点 子 集 T sü V, 必 为 图 4. 1-7 所 示 
的 情况 ,在 这 种 情况 下 , 边 集 ЕО, ХУ, 

НЕТУ, 中 有 两 个 顶点 间 的 道路 经 过 V, 中 的 顶 
点 (或 VV 中 有 两 个 项 点 间 的 道路 经 过 V, 中 的 顶点 ) ,那么 项 
ATR У, МУ, 必 为 图 4. 1-8 所 示 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ,去 
ЖОЛ ЕСИ XV, 后 ,图 G 变 成 有 三 个 分 支 的 分 离 图 , 故 为 
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4. 1-8 
设 T EEEH G 的 一 棵 生成 树 , 记 了 一 G 一 已 (T)。 我 们 
有 下 面 的 | 
定理 4.1.1 i T REH GREER HE e 
任 一 树枝 , 则 
(1) 连 枝 集中 不 包含 G ия, 
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(2) Tte Ea G 的 一 个 唯一 的 割 集 。 

СЕНЯ] (1， 设 3 是 G 的 一 个 制 集 , 则 G 一 $ 不 连通 , 它 
不 包含 生成 树 工 .所 以 S 不 包含 在 连 枝 集 中 ; 

(2) Т, 的 两 个 分 支 中 的 一 个 顶点 集 记 为 访 , 则 边 
Ж 已 (V,xViD) 显 伏 是 @ 的 一 个 割 集 , 并 且 包 含 在 元 +e p, 对 
任何 边 aE ЕСУ, У), (T—e)+a СИМ. МЫ 
ЧЕ Те 中 的 G 的 每 一 个 割 集 ,必然 包括 每 一 个 这 样 的 
Ша. НАЗ. ECV, ХУ ka Е Te 中 的 G ИЯ 
ж. ü 

割 集 和 连 技 皮 的 关系 类 似 于 图 和 生成 树 之 间 的 关系 。 

下 面 的 定理 洽 出 了 制 集 和 生成 树 之 间 的 关系 。 

定理 4.1.2 连通 图 C 的 一 个 制 集 至 少 包含 生 成 的 一 个 
树枝 。 - 
[证 明 ] 如 果 把 G 的 一 个 边 集 5 去 掉 而 仍 存 在 生成 树 
的 话 ,那么 图 仍 连 通 , 故 S НН, E 


4.2 关 К 集 


定义 4.2.1 设 " 是 图 G 的 一 个 顶点 ,与 关联 的 所 有 
边 的 集合 , 称 为 本 点 立 的 关联 集 (incident set) , 记 作 5 Со), 
例如 ,在 图 4. 2-1 所 示 的 图 中 ,顶点 1,2,3 的 关联 集 分 别 


是 
5(1) = {a,b}, 
5(2) =(a,c,d), 
5(3) = {Че f ,1,]} 
设 图 Ç 的 顶点 集 为 


УС) 一 {ту тор К 


图 4. 2-1 


那么 G 中 任 一 顶点 vi 的 关联 集 S(w) 可 以 表示 成 
Sw) = Eln} X p 
的 形式 ,其 中 {v} НАСАТЫН 50941 y... svp) А 
例如 ,图 4.2 1 所 示 的 图 中 
5(3) =: E((3) X {3}) 
=: Ё({3} X {1,2,4,5,6,7,8,9}) 
=: (d,e,f,g i p) 
图 G 中 任 一 质点 u, ЕЕ Н, ATLA x 的 关联 
8 $() 就 是 一 个 草 集 。 这 是 因为 去 掉 与 关联 的 所 有 按 后 ， 
C 变 成 有 一 个 证 立 点 和 一 个 分 支 的 分 离 图 ,但 是 去 掉 S 
Cw) 的 任何 一 个 子 集 , 图 仍 连通 ; 如 果 顶 点 v 是 G 的 制 点 , 那 
么 关 集 Stv) 是 断 集 。 这 是 因为 去 掉 $(o) 后 , 变 成 有 一 个 孤立 
点 和 若干 分 支 的 分 离 图 。 
例如 在 图 4. 2-1 所 示 的 图 中 ,顶点 1,2,4,5,6,7,8,9 的 
关联 集 都 是 割 集 ;顶点 3 是 割 点 ,去 掉 SC3) 后 ,图 变 成 如 图 
4.2-2 所 示 的 有 一 个 预 立 点 和 三 个 分 支 的 分 离 图 。 
下 面 我 们 来 证 明 关于 关联 集 的 两 个 定理 。 先 来 证 明 丙 个 
引 理 。 
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图 4. 2-2 
引 理 4.2.1 У, ,.V,,V.,V, ЖЩ G 的 顶点 集合 的 非 空 
子 集 ,其 中 任何 两 个 的 交 均 为 空 集 , 则 
ЕСУ, ЦТ, > Y; U V.)= EW, X V,) OEV, x V.) 
DEV, х V,) Ф ЕСУ, x V.) 


(4. 2-1) 
ECV, U V, > V, U У.) = ЕСУ, x У, > DEW, x V.) 
@ E(V, х У,) (4. 2-2) 


[证 明 ] 边 集 ECV.UV,xX V,UV, EE —4-ME s ЖЕ V, U 
V: h, 3—1 Е У, 0У, 中 的 边 的 集合 。 显然 sEV, UV, 
XVUV 可 以 分 解 成 四 个 集合 ， | 
EW, X V;).E(V, X VEW, X Va) ECU, x V), 
Ж 
EW, U V, x V, U V.) = E(V, X Vp U ЕС, x V.) 
U E(V, X V,) X EV: x V,) 
EARE V V. V, 和 两 两 了 不 相交 ,所 以 ЕСИ, x 
V.),E(V.XV.).E(V,XV,),E(V,XV WW ЖЛ ӘН, В 
有 


. ĝl" 


Е U V. x V, Ú V.) = ЕСМ, ХУ) @ E(V, XV) 
EWV: x V.) © E¿V, X V.) 

同样 可 以 证 明 等 式 (4. 2-2). В 
引 理 4.2.2 БУ, МУ, EÉ G 顶点 集合 的 两 个 非 空子 

集 , 则 

ЕСУ, x V,) ФЕИ, ХУ, 

= EV a U Vas х Va U Via) 

= E(V, ХУ, 

НУ, =V ПУ.. 
V.,=V,—V,. 
V,=V,—V,. 

Va=V NFV. 

V,=VuUV,;;, С 4. 2-3). 

[证 明 ] 对 T HHV, Я 
E(V x V) = E.V, ХУ) @ E(V, ХӮ) QEV, хУ, > 
EV x V) = E.V, ХУ) @ ECV, x Vp @ E(V, x Va) 

TE . 

Е(У x V,) = КУ x V) @ E(V, ХҮ) @ E(Y, x V.) 
E(V, X Va) = ECV x V) @ EU, Xx V,) OET, х Ӯ,) 
故 有 
ЕСИ, x ©) ФАУ, x Vp = EV ХУ) QET, X V.) 
@ E(V, ХҮ) DB E(V, x V,) 
以 V=Vu UYV, V, = У. ШУ», У = UvVa Va=V i U У», 
代入 上 式 , 并 由 引 昌 4.2.1, | 
EW, X V.) ФЕСУ, X V,) 
= Е(У U Vi: X Vou U Vip) 


Ё 4. 2-3 
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DEVa U Va XVa U Vy) 
DEVa U Va X Va U Van) 
Ф ЕСУ), U Vaz x Viz U Va) 
=: E(Vu X Vu) @ E(V,, X Vs) 
C€) E(V,, X V,,) DEVa XVa) 
CHEV ХУ) DEVa X Vu) 
QEV a X V,,) DEVa XVa) 
EV ХУ.) EV X Vie) 
G EWV X Va) ФЕСУ,, X Va) 
= ЕУ хУ,,) @ E(V,, XVa) 
DEVa x V,,) DEVa ХУ) 
BLS Va, Vis ta,ysa 中 任何 两 个 的 交 均 为 空 集 , 故 由 引 理 
4, 2.1, 有 : 
EVu X Vi) ФЕСУ X Va) 
DEVa X V,,) DEVa XVa) 
DEV U Va X V, UVa) = EV, XV) E 
定理 4.2.1 图 G 的 任 一 断 集 均 可 表示 成 若干 个 关联 和 集 
的 环 和 。 | 
[证 明 ] it G EMAA 2л 9075 у **° op 使 
Vy = $1 ,Vz = а} Уш = {m}, 
ЕККУ 
у= У. ИУ = (роон үйү ү}, 
У, =У ОУ) == (0) 
A3 4.2.2, 1 
Eli Vn) X ии) 
PEU) X {=} 
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= E. {urtit 50р} x Formis эш} 
= Еб (ируз ор) X {шуут әт} ) 
= Еб [u 0) X ль 012 
令 上 一 2, 有 
ЕС X {v1}) @ E((o;) x {v2}) 
= EC({viv) X ти: 
& k=3,# . 
Е({®,т»} X и, ФЕС) X {р 
= Ет} X D Q E(to,) X TaD © Edu) X р 
一 般 地 ,有 | 
Eusen} X Фи) = ЕС} х 1} > 
ФЕСЦь.} X D © EUa) X 0) (4. 2-2) 
因为 任 一 断 集 $ 可 以 写成 ECo у} X {оуу 92) ) X fh 
形式 , 故 由 等 式 (1. 2-2) 知 定理 为 真 。 EÉ 
推论 4.2.1 É G 中 任 一 顶点 的 关联 集 等 于 其 余 顶 点 关 
联 集 的 环 和 。 
[证 明 ] HII G 的 全 部 点 是 ,vo，… ,vp; 因 为 
ЕС {тл уйу уе уй} х CETRA), = @ 
由 式 (4. 2-2), # 
Eda} X {mP ЕС) X mD Ф O EUo) X {р 
= Z 
于 是 对 任意 o A 
E(u} X (0р) = ЕЦ} X (тр) BBE 
Xa ФЕС} X (D E 
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J м 四 


4-1 证 明 , 图 G 的 任 一 生成 树 和 人寿 一 割 集 至 少 有 一 条 公共 边 。 
4-2 ИРС, УМЕ ЛЕ. ЕСХН 
ET G[S18G[ ва, 


4-3 Нед ИНН 331 UR: DAS e нии, 2) 
不 包含 e п. 


44 езе ЕР ИЛИ, ARANAS ese 
的 割 集 的 个 数 。 


4-5 证 明 ;在 图 G 中 , 任 一 图 与 任 一 制 集 的 公共 边 为 偶数 。 
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х — 1 ЖЕЕ РЕ ЛИ Ж ИЖ ЭН БН], ПАА 
出 求 一 个 图 的 爹 部 图 和 制 集 的 方法 ,这 在 实际 应 用 中 是 很 重 
要 的 。 

本 章 中 的 许多 概念 与 线性 代数 中 关于 线性 空间 的 概念 基 
本 相同 ,证 明 的 方法 也 相似 。 


5.1 图 的 向 量 空间 


首先 我 们 给 出 图 论 中 的 向 量 及 其 运算 的 定义 。 
ЛЕМ 5.1.1 „ЯД ОЯ 1 的 数 arsaa" G, IK — EK 
序 排 成 一 行 ,再 用 括号 括 起 来 写成 
CATAT D E 
ЩЖ n гай. ҮН! aya, san 叫做 分 量 。 
РЇ n EH а= Саза» › a.) b= Chi ‚Б, b.) К] 30 
是 指 维 向 量 
а + ё = (a, +В, а, + bra, НВ) 
EP ati 是 模 : 加 法 , 即 
14 1=01+0=1,0+1=1 
Ж BAR uS (а, за, an ЗВОН п 维 向 量 
ka = (ka ska, s" ykan) 
不 难 验证 , 设 F= {0,1}, F ER 2 ЕЖЕ Н Т 
作成 一 个 域 。 又 这 尺 是 二 维 向 量 的 集合 ,那么 在 上 面 定 义 的 
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向 量 加 法 和 数 乘 运算 下 ,只 作成 域 尺 上 药 一 个 线性 空间 。 
定义 5.1.2 Ищи, п, ЯП МА Е n + 
Же ce ЕЕ i=l 2 ,ny 使 等 式 
сүн, + са 十 … + си, = 0 
成 立 , 则 称 iu. ,十 线性 相关 ,否则 称 为 线性 无 关 。 
如 果 向 量 v 可 以 表示 为 
Ç = сүй, см, 十 十 сй, 
其 中 GEFi 一 1,2.…,n, 则 称 5 ГЫ ;五 ， 的 线性 组 合 。 
设 $ 是 一 个 ” 维 向 量 组 ,如 果 S 中 任 一 向 量 都 可 表示 成 
Е 2,0, , и, ШЕНЕ O MIER Zott Ж5 的 生成 
TRH. хў ГАГ 线性 无 关 , 则 称 У. Ú s". ‚и. 是 一 个 
线性 无 关 极 大 组 . 
线性 空间 R 的 一 个 线性 无 关 极 大 组 叫做 空间 的 基底 , 基 
卒中 所 合 向 量 的 个 数 叫做 空间 的 维 数 ，。 
设 G 是 设 有 孤立 点 的 图 ,其 边 数 为 9。 由 于 每 条 过 都 有 两 
种 选择 , 即 包含 于 尸 不 包含 于 С 的 某 个 子 图 中 。 如 果 每 条 边 
都 包含 就 是 图 C, 如 果 每 条 边 都 不 包含 ,就 是 空 图 ,于 是 我 们 
有 下 面 的 命题 。 . 
命题 5.1.1 ES G 中 所 有 不 同 的 子 图 的 个 数 是 2: (3⁄6 
图 G 种 空 图 必 ) 。 
Ж GCC.Gw(N 一 20) 是 图 G 的 全 部 子 图 , 令 多 = 
(GiG t Grb WA ГЕНЕ. | 
定理 5.1.1 集合 多 = (С,,С,,-- ,Gx} 在 环 和 运算 与 数 
жай. = 
0G, = @,1 + G; = G,,G, Е @ 
THRE ЕР= (10,1 :上 的 一 个 z 维 向 量 空间 。 
ПЕЙ] 首先 ,多 对 环 和 运算 是 封闭 的 ,这 是 因为 ， 
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СС, Pk £ G AG 中 的 公共 的 所 有 边 (连同 与 它们 关联 
的 顶点 ) 组 成 的 - “个子 图 , 且 环 和 运算 满足 交换 律 和 结合 律 。 
HK HERK GE 多 ,有 
g Фс, 一 GDI = GG ФС, = ë 
故 空 图 是 零 元 索 ,G; 的 负 元 素 是 G, 自身 。 
对 任意 的 афЄЕ 和 任意 的 СьСЕЯ, Я 
(аЬуС, = а(6С;) 
(a + С; = aG, Ф 5С, 
a(G, © Сә = aG, Ф aG, 
这 是 因为 a.5 只 能 取 0 和 1, ВОН ЖЕ: Ж а,Ь 的 各 种 
取 值 情况 一 一 代入 验算 , 即 可 证 明 上 面 三 个 等 式 成 立 。 例 如 ， 
取 а=0,6=1 Ж 
(0 + DG = 16, = G. 
(ос) © асә = @ @ӨсС,=С _ 
BEG HR E(G)= {eeeh BERE 
S = [gr gx," 84) 
其 中 g; EAH- RA e 组 成 的 子 图 。 
对 任意 的 GE 多 ,如 果 С, ВУ Е {ел OTETI E: 那么 
G; = ga Фа, Ө Фа. 
这 就 是 说 ,G 的 任 一 子 图 可 由 5S 生成 。 
最 后 ,我 们 来 证 明 g1,8,，… ,gs 基线 性 无 关 的 。 
事实 上 ,如 则 有 一 组 不 全 为 0 的 cEF, 便 得 
cgi Ф e: Ф a Ф св, = A (5.1-1) 
不 失 一 般 性 ,可 假定 ce 一 1, 这 时 有 аьр ВЧ св 
OPRIREA „д, ЖЕНЫ z, УНАН е, 
与 等 式 (5.1-1) 江 盾 。 因 此 El g: Ü" g 线性 元 关 。 于 是 S 
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СВЕН ИДИ НЕЕ, НИ 
ЖЕ а. В 
95.11 设 图 G 如 图 5. 1-1 

所 示 。 图 G 的 所 有 子 图 如 图 5. 1-2 
所 示 。 集 合 

= {Ø G, C Gr Gu} 
构成 域 忆 一 {0,1} 上 的 一 个 4 维 向 
量 空 间 ,基底 是 

$ = (G,.G,,G,,G,) 
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图 5. 1-2 


5.2 Ш 空间 


由 定理 2. 3. 3 知 ,如 果 了 是 图 G RER e 是 一 条 
连 枝 ( 见 定 义 2. 3. 1) , 则 了 十 ”含有 一 条 唯一 的 圈 。 于 是 我 们 
有 下 面 的 定义 。 
定义 5.2.1 设 了 是 连通 G 的 一 棵 生成 树 , 由 了 的 树枝 
和 一 条 连 枝 构成 的 圈 , 称 为 图 G 关于 生成 树 了 的 基本 图 
(fundamental cycle), 
设 图 G 为 连通 (,9) 图 ,那么 @G 的 任 一 生成 树 T Ы 
ЖРТ Е БЮ p Maget. 
由 g 一 十 1 条 连 枝 构 成 的 g 一 p 十 1 个 基本 图 , 称 为 G 关 
于 生成 树 的 基本 图 组 , 记 作 C+:。 由 于 一 个 图 G 的 生成 树 不 是 
唯一 的 ,因而 一 个 图 的 基本 阐 组 也 不 是 唯一 的 。 
05.21 如 图 5.2-1 所 示 , 图 G PERR T Hik ET) = 
lde f ATHERE LUARA T= (d. e, Рр. 
` 70 . 


M б ЄР ЕЁ ӨТ = {а е, f HE ANE 
(a,b,c) 
于 是 如 关于 工 的 基本 加 组 为 
C, = (asd, f} ode) tese, fy ` 


ERa 


图 5.2-1 

下 面 我 们 来 讨论 基本 图 组 的 性 质 。 

设 e(i==1,2,…,g 一 p 十 1) 是 连通 图 避 关 于 生成 树 了 的 
连 枝 ,C;(i 二 1,2,…,g 一 p 十 1) 是 包含 连 枝 е, Н, 

定理 5.2.1 ШС 关于 生成 树 工 的 基本 图 C,,C,,…， 
Cs-pt1 是 线性 无 关 的 。 

CEH] 因为 每 一 个 连 枝 在 且 仅 在 G 关于 了 的 一 个 基 
本 图 中 ,也 就 是 说 ,Ci ,Cs,… ,Cp 中 的 任意 两 个 基本 图 , 仿 
有 不 同 的 边 。. 因此 ， Ф а, +h" а-к PEIE ›аС,©а„С, 
Ф- "Фа, С.-Х. Е 

定理 5.2.2 连通 图 G 的 任 一 环 路 均 可 表示 成 若干 个 基 
本 圈 的 环 和 。 | 

[证 明 ] Š p EE G 的 任 一 环 路 ,显然 妃 中 至 少 包 含 一 
条 连 枝 。 设 B 的 边 集 为 

WAT ve „ёл en." ej } 
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其 中 еп re'a mapa 是 连 枝 ,en бу * зб 是 树枝 。 设 由 连 枝 
ее изэ im 确定 的 基本 图 分 别 为 Са+б 1 "°" эб» ЛЖ 
В' = Ca Ф С» Ө ".” Өс 
ОЖ. ВНД еее. T ASS AREE 
枝 。 由 于 环 路 B 中 也 只 会 有 连 梳 ei ye';,，… e, 而 不 含有 其 
他 的 连 枝 ,所 以 环 路 ВОВ FERAN ERT АЯ, 这 是 
不 可 能 的 , 故 必 行 
ВОВ = Ø 
于 是 我 们 有 . 
B = В = C, ФС, Ф --- Ө С. Е 

定理 5.2.3 连通 (p,qg) 图 G 的 所 有 环 路 和 空 图 的 集合 
ар 维 空间 , 记 作 多 (G) 称 为 图 空 间 (cycle. 
space), 

[证 明 ] 因为 环 路 是 欧 拉 图 ,由 3.2 节 中 的 4) 有 ,集合 
BOHRA ИН BRY BB EZG, A 

B, Ð B, € Z(G) 

又 对 任意 的 В.Є 206) аЄЕ= (0,11, 

aB; Е (С) 
故 32 (G) ZA СС) 的 一 个 子 空间 。 

由 定理 5. 2. 1 和 定理 5. 2. 2 知 , 图 @ 关 于 生成 树 的 基本 
图 组 是 空间 多 (站 的 一 组 基底 。 因 此 ,空间 AORERE g 
—р+1. Ш 

因为 连通 图 G 的 基本 轿 组 不 是 唯一 的 ,所 以 G 的 图 空间 
的 基底 也 不 是 唯 一 的 。 

定理 5.2.4 连通 (p,q) 图 GG 的 图 空间 中 元 素 的 个 数 为 
> вы 

[证 明 ] 因为 任 一 环 路 在 基本 图 的 环 和 表示 中 ,每 个 基 
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Ж C, 都 有 两 种 可 能 , 即 出 现 或 不 出 现 , 故 定 理 为 真 。 卓 
由 上 面 的 讨论 可 以 知道 ,要 求 一 个 图 的 全 部 环 路 ,就 是 求 
图 空间 的 全 部 非 洛 元 索 。 为 此 , 先 求 出 G 关于 某 一 棵 生成 树 
的 基本 疼 组 ,然后 . 求 基本 图 组 中 元 素 的 所 有 可 能 的 环 和 ， 
例 5.2.2 设 图 避 如 图 5,2-2 所 示 。 取 G 的 一 棵 生成 树 工 为 
= (a,b,d,g) 


图 5. 2. -2 
ЁН G T T кж 
= (a,b,c) 
= {abd,e} 
С; = (a,b,d,z,h) 
= {4,/ в} 
它们 的 图 形 如 图 5. 2-3 所 示 。 


图 5. 2-3 
Ci -CC ЖС, 的 所 有 可 能 的 环 和 是 
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В, - С, ФС, = (c,d,e) 

В; =. O, ФС, = {cod,gh} 

B,- C, ФС, = (a,b,c,d,f,g) 

В. = C, ФС, = le,g h) 

В; = C, DC, = {asbes ук} 

B, - C, ФС. = (c,b,f,h) 

В, = С, ФС, ФС, = ta,b,c, ,e, g h) 
B, = C, C,Q C, = te,e,f,g) 

В, - C, C, ӨС, = (c, f.h} 


В = С, Фс, Фс, = (4,е, Ў.А) 
Ви =- Су Фс, ФС, © С. = la,b,c,d,e, ,Ь} 
它们 的 图 形 如 图 5. 2-4 所 示 。 | 


图 5. 2-4 


5.3 割 集 空间 


ЖХ 5.31 设 3 是 图 C 的 一 个 割 集 ,TT 是 一 棵 生成 树 ， 
如 果 S 中 恰好 含有 了 的 一 个 树枝 , 则 称 S 为 G 的 关于 生成 树 
T HÆF fundamental cut st), 

任何 割 集 至 少 包 含 一 个 树枝, 而 基本 制 集 恰好 包含 一 个 
树枝 。 这 与 基本 图 相似 ,任何 圈 至 少 包 含 一 个 连 枝 , 而 基本 图 
пиз Т8. 

ШЕТ E РАИС ЕИ, RATHA p 一 1 
个 树枝 ,这 样 可 以 确定 出 
ЛЕН, теж 
割 集 只 含 一 个 树枝 ,这 р 
1 ТЕЖИ ЖУ С 
关于 生成 树 了 НЕЖИН 
组 , 记 作 5;, 

例如 ,在 图 5. 3-1 :中 ， 
取 了 = (a,b,d, f: G X: T. 
7 的 基本 制 集 组 是 — 
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Si = (a,c,e,g1,S, = {Б,с,е,д} 
5; = {desg} S = {f,g} 
ЖЕ 5.3.1 W T EE G ñj ЖЕН T HEt 2 
含 在 由 树枝 е ti ЇЧ ЕЕН e 包含 在 
由 连 枝 ”确定 的 基本 图 中 。 


El 5. 3-2 

[证 明 ] 设 $5 是 由 树枝 e 确 定 的 图 G 关 于 生成 树 工 (图 
5. 3-2 中 的 粗 线 ;的 一 个 基本 割 集 ,相应 的 两 个 顶点 子 集 是 
和 У, ‚ВА, ЛЯ ЛЭ АЕ У, У, 中 的 连 枝 不 属于 5,0 
REH “在 包含 树枝 e 的 基本 制 集 S 中 , ДН ЖЕ 
的 基本 圈 必 然 包含 树枝 e, 因为 当 洛 着 e 构 成 的 基本 图 ,从 У, 
的 一 个 顶点 经 过 е 到 | У, 后 ,再 由 V, 返回 时 , 必 将 经 过 树枝 е. 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 , 如 果树 枝 e ХЕШ Ж 2 Е 
图 中 , 则 包含 树 丢 e ЖЕ Ее. Ш 

ЖН 5.3.2 设 S,9:， ;Ss-1 是 连 道 (p,g) 图 避 的 基本 
割 集 ,那么 它们 是 线性 无 关 的 。 

[证 明 ] 因为 图 GG 的 关于 生成 树 工 的 每 一 个 基本 制 集 
恰好 包含 了 的 - 个 树枝 ,所 以 图 G 关于 了 的 基本 割 集 的 环 和 
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不 会 等 于 空 图 。 EÉ 
定理 5.3.3 图 G 的 任 一 断 集 均 可 表示 成 若干 基本 制 集 
的 环 和 。 
[证 明 ] i T Bl G 的 一 棵 生成 树 ,S E: G 的 任 一 断 
集 。 因 为 任 一 非 空 断 集 至 少 包含 生 成 树 的 一 个 树枝 , 故 可 设 
$ == {еде С | (5. 3-1) 
КР e, 让 人 ВН. ХЕ $„(т=1,2,... DRES ĉir 的 
ЖЖ , ЖЕ 2, 
Y = S, Ф $, Ф --- Ф 5, (5. 3-2) 
是 G 的 一 个 断 集 ， H Яны @jy зб з s É;j 而 不 包 会 其 他 
树枝 ,于 是 SGBS' 料 不 会 树枝 ,这 是 不 可 能 的 ,因此 S 儿 5S' 必 是 
空 图 ; | 
5'@Өз=@ 
故 
S = 5 
Вр 
= Sa №5, Ф --- @ $, || 
我 们 用 к RAG 的 所 有 断 集 和 空 图 的 集合 ,规定 对 
任 一 断 集 3,0。 5::7,1.:5=5. 
定理 $.3.4 图 G 的 所 有 汤 集 和 空 图 的 集合 <“ 作成 向 
量 空 间 多 (G) 的 -个子 空间 , 称 为 G 的 齐集 空间 (сиг set 
space), 
[证 明 ] 根据 定义 ,对 任意 的 SE5” 和 aEF={0,1)} 有 
ES, 
下 面 我 们 证 明 жа У 对 环 和 运算 是 封闭 的 。 
我 们 知道 , 任 - - 断 集 可 以 写成 ЕС ХУ) СН У, ЖЖ 
一 个 顶点 子 集 ), 设 S, 和 S, 是 G 的 两 个 断 集 , 则 有 
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S, -- EV, X У,) „5, = E(V, x V,) 
其 中 V.,V, 为 顶点 集 的 两 个 子 集 。 根 据 定 理 4. 2.2, 有 
5, @ S, = E.V, x V.) DEV, Xx Y,) = E(V, x Т,) 
V, ЖУ Ë) — FR TE SDS, 是 一 个 断 集 。 目 

由 定理 5.3.2 和 定理 5.3.3 5]: 

《1) 户 阶 连通 图 C 关 于 生成 树 ЕЖ НИЕ С 的 割 
集 空 间 的 一 组 基底 , 且 割 集 空 间 的 维 数 为 р—1. 

(2) 图 C 的 全 部 断 集 
的 十 数 是 2?-!- 1, 

由 上 面 的 讨论 知 , 为 
要 求 出 一 个 图 的 全 部 断 
НЛК — ERR, 
然后 找 出 基本 制 集 ,最 后 
ЖЖБА АВЕ ВУ 
УЖ. 图 5. 3-3 

5.31 RE GRS. 3-3 所 示 ) 的 全 部 断 集 。 
С-В T= (а.с). GZFT ЖШ ЛЖ. 
S, = dards f} S: = {с,е,/},5, = (b,d,e) 
Si SeS 所 有 可 能 的 环 和 是 ， 
$. = 5, © $, = {а,с,й е} 
Ss= 5, Ф 5, = (ta,b,e,f) 
S= 5, $$, = (b,c,2, f) 
5, = 5, O 5, @ S, = {а,Ь,с} 
于 是 SSeS S. 5,45, ЖИ S, 是 图 G 的 全 部 断 集 。 

我 们 知道 ,质点 wv 如 果 不 是 图 的 割 点 ,那么 % 的 关联 集 是 
СЕЛА, 如 果 是 割 点 ,那么 "的 关联 集 是 断 集 。 关 于 
关联 集 我 们 有 十 面 的 定理 。 | 
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定理 5.3.5 РИА 一 1 个 线性 无 关 的 关联 
Ж. 
[证 明 ] 由 推论 4.2.1 知 ,图 G 最 多 有 pp 一 1 个 线性 无 
关 的 关联 集 。 
ШЖ G ЛУГ p 一 1 个 线性 无 关 的 关联 集 ,不 妨 设 为 
$Ст\),.5(ю,),+*,5(ш),Ё < р 1 
设 v 是 G 中 任 - -顶点 , 则 十 1 个 关联 集 
SVI Sm) SCV), ,Sv,) 
线性 相关 , 即 
560) © 506.) © 50%) Ф --- Ф SG, = 5 
故 有 
Sa) = S) DIS) Ф +. B sEm) 
根据 式 (4. 2-2) .有 
50%) P 5‹о,) Ф ++ Ф Stu) 
= Е({ъ) x {5 }) Ө E(t{v,} x {,)) Ф 
= Ес {=} х (6,)) 
= EC {m stasa) } x {titr и} 
HA kpi Я nona PENA, 
因此 ,Et {v sU | "s" ть} } x {vive D1) ) ARBER 5265.) 
由 … 四 SCw) 不 是 关联 集 , 这 与 式 (5. 3-3) 矛 盾 。 这 表明 G 中 至 
少 有 р—1 个 线性 无 关 的 关联 集 , 从 而 G 中 怡 有 p—1 个 线性 
无 关 的 关联 集 。 В | 
由 定理 5. 3.5 知 , 写 出 p 阶 连通 图 G 2—1 个 关联 集 ， 
然后 作出 它们 所 有 可 能 的 环 和 , 即 可 求 出 图 G 的 全 部 断 集 。 
5.3.2 求 图 5,3.3 所 示 的 图 G 的 全 部 断 集 。 
顶点 1,2,3 的 关联 集 分 别 是 
SA) = {ashr} S2) 一 {а,4,/},8(3) = (с.е, Г} 
a 79+ 


(5. 3-3) 


作出 它们 所 有 可 能 的 环 和 ， 
S) P E2) = {Ь,с,а, f} 
5(1) P S3) = (a,b,e,f) 
502) B S3) = (a,c,d,e) 
SU PS Ф 5(3) = {6,4} 
与 例 5, 3.1 比较 ,有 
S, == 542) = {а,4,/\ 
$: = S(3) = {ce,f} 
5: = 501) © 502) D 503) = {bde} 
5. = 802) Ф 5(3) = (a,c,d,e) 
$, = S(1) Ф 2(3) = (a,b,e, f) 
8, = 5(1) Ф 5(2) = {6,с,2, f} 
5, = 5(1) = {a,b,c} 


J 题 五 


5-1 设 图 G 如 题 图 所 示 , EE (С.С, С.Р G 的 半空 间 的 
— “8 ;其 中 С; = {arbe} C= ferde} C= (а.е, f), | 


Я 5-1 图 
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5-2 求 图 人 的 图 空间 的 全 部 非 用 元 素 。 
b 


题 5-2 图 


5-3 ЖАСАТ, 


Ш 5-3 M 
5-4 求 下 列 各 图 的 全 部 断 集 。 


题 5-4 图 


5-5 É GET ТИТАН, СЖ ра tR 
性 无 关 的 关联 集 。 
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5-5 УНЕ с 的 关联 集 ,并 由 此 求 出 图 G 的 全 部 断 集 。 
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BrE ”图 的 算 阵 表示 


一 个 图 的 边 与 顶点 、 边 与 图 、 边 与 制 集 的 关联 性 质 ,可 以 
用 和 矩阵 来 表示 。 我 们 把 表示 边 与 顶点 的 关联 关系 的 矩阵 叫做 
关联 矩阵 ,把 表示 边 与 图 和 边 与 割 集 的 关系 的 矩阵 分 别 叫做 
图 矩阵 和 割 集 抢 阵 .一 个 图 的 矩阵 表示 不 仅仅 是 给 出 图 的 一 
种 表示 方法 ,重要 的 是 通过 对 这 些 矩阵 的 讨论 ,可 以 得 到 有 关 
图 的 若干 性 质 . 此 外 ,在 图 论 的 应 用 中 ,图 的 矩阵 表 未 也 具有 
重要 的 作用 .这 一 党 我 们 讨论 关联 矩阵 ,图 矩阵 和 割 集 和 矩阵 的 
概念 .性 质 以 及 它们 之 间 的 关系 ,本 章 中 所 做 的 运算 都 是 在 域 
一 {0,1} 上 进行 的 , 邑 加 法 为 模 2 运算. 此 外 ,所 讨论 的 图 均 
假定 无 环 , 如 果 因 某 种 运算 产生 环 , 则 将 环 去 掉 。 


6.1 关联 矩阵 


定义 6.1.1 设 图 G 为 (p,q) 图 。 令 
ои 

0, Ж 
МЕХ m=, 2, psj 2, £ оз 
=1,2,+,400Ж R 0) рхо 
阵 为 图 G 的 完全 关联 矩阵 ' 
(Complete incidence matrix), 
记 作 M.. 

例 6.1.1 求 图 5.1-1 所 示 的 6. 1-1 


ii 
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图 G 的 完全 关联 敌阵 M,。 用 行 表示 顶点 ,列表 示 边 ,由 图 6. 1-1 可 知 
a с d e f 
1 6 O 


но 
= оз 


b 
0 
1 
1 
0 
0 


| 
n AeA aù N-e 
ооо = = 
о mw о о 
@ = = o 


0 1 

矩阵 记号 左边 的 1,2,3,4， 5 表示 图 的 顶点 ， 矩阵 记 导 上 
面 的 ae,bcsd,e. 了 表示 图 的 边 。 这 样 ,M. 第 一 行 标 有 1 的 那 
ETR ,表示 与 顶点 1 关联 的 边 , 即 顶点 1 的 关联 集 ;M. 第 二 
行 中 标 有 1 的 那些 元 素 ,表示 与 顶点 2 关联 的 所 有 边 , 即 顶点 
2 的 关联 集 等 等 ， | 

一 个 图 的 完全 关联 年 阵 的 行 刻 划 了 该 图 的 相应 顶点 的 关 
联 集 ,因此 ,完全 关联 矩阵 的 p 行 ,给 出 了 一 个 图 的 全 部 关联 
集 .因为 完全 关联 短 阵 的 列表 示 图 的 边 ,又 每 一 条 边 有 两 个 端 
点 ;所 以 ,在 完全 关联 矩阵 的 每 一 列 中 有 两 个 1, ЖЖ 
均 为 零 。 

一 个 图 的 完全 关联 矩阵 ,描述 了 这 个 图 的 全 部 顶点 和 边 
的 关联 关系 ,而 -个 图 的 最 基本 的 内 容 就 是 这 种 关联 关系 , 因 
此 ,一 个 图 的 完 爹 关联 矩阵 可 以 用 来 描述 图 的 特征 。 

定理 6.1.1 РИН G 指 完 全 关联 矩阵 的 秩 为 p 一 
1。 

CER] 由 线性 代数 知 , 一 个 答 阵 的 行 向 量 组 的 秩 就 是 
这 个 矩阵 的 秩 . 把 完全 关联 矩阵 的 行 看 作 一 个 向 量 , 那 么 完全 
关联 年 阵 的 行 向 车 组 就 是 图 G 的 金 部 关联 集 , 由 定理 5. 3.5 
知 ,完全 关联 矩阵 的 牧 为 p 一 1。 和 外 | 

定理 6.1.2 СВЕТЕ С ФЕ R 
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(С), | 

[证 明 ] 如 果 图 G 是 连通 的 ,由 4.1 节 图 的 秩 的 定义 和 
定理 6. 1. 1 即 知 结论 成 立 。 

设 图 СЕНА 个 分 支 G1 ,G2 , G, 组 成 的 分 离 图 ‚С, 的 
ПТИ р, f qG=1,2,:-. k). W М, 的 行 和 
列 的 次 序 , 使 它 满足 :最 上 面 的 a 行 表示 G, 的 顶点 ,接着 的 
р: 行 表示 G, 的 顶点 ,直到 最 下 面 的 p TERG 的 顶点 ;最 
左面 的 qı 列表 示 С, 的 边 ,接着 的 9: 列表 示 G, 的 边 , 直 到 最 
右面 的 @ 列表 示 G 的 边 。 这 样 ,把 M. 写成 如 下 形式 的 分 块 
ЖЕ, 


а Ф Qa 
bi | n: 
M, = Р М 
ps M 


其 中 M. 是 分 支 G 的 完全 关联 矩阵 (i 一 1,2,… ,如 ,因为 G; 是 
连通 的 ,所 以 Me 的 秩 是 Р, —1, НЕ ВЕ ЕЕ р, 
ШМ, 的 秩 等 于 图 ШЖ. E 

由 定理 6. 1. ] 和 定理 6. 1. 2 可 以 直接 得 到 下 面 的 定理 ， 

ЖЕРЕ 6.1.3 p 阶 图 G 是 连通 的 当 且 仅 当 G 的 完全 关联 
ЖЕТЕЛЕ р—1. 

} Ате ЖЛЕ РЕК И ЛАЙ ЖЕЛ TA G 的 全 部 关联 
集 , 故 由 推论 4.2. 1.Е М. 的 任 一 行 ,都 可 以 表示 成 其 余 p 
一 1 行 的 线性 组 合 . 因此 ,把 矩阵 М, 的 任 一 行 划 掉 后 ,所 得 的 
EE KRERET M, 的 全 部 内 容 ,也 就 是 仍然 可 以 措 
述 图 的 全 部 特征 。 
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定义 6.1.2 在 p 阶 连通 G 的 完全 关联 矩阵 MM 中 , 划 去 
任 一 行 后 所 得 至 的 (p 一 1) X q FE BF , ЖИ G 的 关联 矩阵 
(incidence matrix} IEE M 。 划 去 的 行 所 对 应 的 顶点 称 为 参考 
点 (refevence vertex), 

显然 ,p Pra: САНЕ ЈЕ pl. EARE 
阵 表 示 中 ,经 常用 到 的 是 关联 抢 阵 。 

#1 6.1.2 119 6. 1-1 те СИЛЕН М. 中 去 掉 最 
后 一 行 ,; 即 得 图 G 的 一 个 关联 算 阵 ， 

a b c d е f 


> 
о ~ н Ф 


0 
0 
1 
1 


0 
0 
0 
1 


о = Ф = 
== о Ф ы 


顶点 5 是 参考 点 。 
定义 6.1.3 рхо ЕВ — И тіп (р.а) ОВЕ, P 
Я рха 和 矩阵 的 .个 大 子 阵 ,大 子 阵 定义 的 行列 式 称 为 大 行列 
x. 
定理 6.1.4 连通 图 G 的 关联 矩阵 M 的 一 个 大 子 阵 是 
非 奇 异 的 充 要 条 件 为 与 这 个 太子 阵 的 列 相应 的 边 , 组 成 G 的 
ЕЯ. ` 
一 1 阶 方 阵 。 
如 果 M. RRR S M 的 列 相 应 的 边 组 成 的 子 图 
X G. KA M, 有 p 一 1 行 , 故 G 应 有 个 顶点 (包括 参考 
S), M, 有 pp--1 列 , 则 G, 有 pp 一 1 条 边 。 又 因 М, ЖАЯ 
的 , 即 M, 的 秩 是 p 一 1, 所 以 С, 是 连通 的 ,这 就 是 说 ,Gi 是 有 
户 个 顶点 ,2 一 ! 条 的 连通 图 ,因此 G 是 一 标 生 成 树 。 必要 性 得 
证 。 
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反之 ,如 果 М, 的 列 所 对 应 的 边 ,组 或 G 的 一 棵 生成 树 。 
因为 树 是 连通 的 ,由 定理 6. 1. 1 Sl, M, 的 秩 是 р 1, kk М, 5 
ЗЕЯ. № 

ЖШ 6.1.4 RA РЕЖЕ E X: OE БЕП dE # Së 
大 子 阵 有 一 一 对 家 的 关系 ,这 是 一 个 非常 基本 的 关系 。 

根据 定理 6. 1. 4, 连 通 图 中 必 存 在 生成 树 这 个 事实 就 是 
很 明显 的 了 。 这 是 因为 连通 图 的 关联 矩阵 必 存 在 非 奇 异 的 大 
子 阵 的 缘故 。 

定理 6.1.4 给 出 求 图 G 的 全 部 生成 树 的 一 种 方法 ; 找 出 
G 的 关联 矩阵 M 的 全 部 非 奇异 大 子 阵 ,每 一 个 大 子 阵 的 
列 所 对 应 的 边 就 组 成 的 一 标 生 成 树 。 

6.1.2 Шо. 1-2 所 示 


的 图 C, 在 G 中 取 斑点 5 5% 
考点 ,那么 图 G 的 关联 矩阵 基 
a b c de f 1а 4 
iil 1 0 n OO ` 
M=2|o 1 1 o 0 O 
slo o 1 1 01 5 t 
alo 00110 Е 6. 1-2 
非 奇异 大 子 阵 生成 树 
a b c d 
111000 2 £ 3 
210110 2 
| 0 1 | | < | 
4\0 001 “М 4 


= 87" 


生成 树 


FEF KT B 


` 


a b d f 


© © = © 
© Ф єч чє 
ч ч © © 
ео 
ч C M ++ 


a b е f 
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非 奇 异 大 子 阵 


зо фо о мн 
м Шоо — — a 
Анчо © 
ыы 

= сї c +” 
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а Ьу f a b c f 
11 ооо 11100 
j o 5 o 20110 
[бала 310011 
4\0 1 1 O. 40000 

bdr f c d e f 
11 0 оо 10 ооо 
21 0 u о 211 ооо 
310 1 1 31101 
4lo 1 1 O 40110 


BERR (аге {абс}, bede Р, с.а, fD OF tE 
Ка, Че. |, Бе, Р, (с, е, РЕ П] (а,Ь,с РЖ 
яа. 


6.2 Ш Ж № 


ЖХ 6.21 设 连通 (p,g) 图 G, 令 
p= 1,373 j 在 环 路 i 中 
” 10, р 
则 称 由 元 素 本 (一 12 22 一 1 ,j 一 1,2,-…,9) 构 成 的 
(2 1 —1)X q Жж Ж С М5 @ ЕЕ (com-plete cycle 
matrix) , 记 作 B.. 
由 定义 6. 2. 1 知 。 图 局 的 完全 图 矩阵 的 所 有 行 向 量 是 局 
的 圈 空 间 的 全 部 EERE. 
例 6.2.1 ЖГ 6. 1-1 所 示 的 图 G 的 完全 围 矩 阵 ， 
КСМ Т (а,Ь, fid) EHRE (с.е). С 关于 工 的 
ЕЖ 5 
90 · 


С, = (a,b,c) 
С, = {а,Ь,4 е} 
Ж CCAA: 
C, = С, © C, = (c,d,e) 
ТРЕНС Ш EH 


е d f 
ооо 
119 
110 


— А 


定理 6.2. 1 连通 图 G P) SG ШЕ РЕН ET q- p+ 1. 

定理 的 证 明 贸 给 读者 。 

推论 6.2.1 有 “个 分 支 的 分 离 图 的 完全 图 矩阵 的 秩 是 
q— ptk. 

定义 6.2.2 СНЕ В, 中 秩 为 g-p 十 1 的 (gq 
—p-+1)X g ЖЕ. ШЕ G 的 图 矩阵 (cycle matrix), 记 作 В, 

5 Ж ВЕ В, 中 , 取 一 个 sg 一 p 十 1 fT q РВЕ, 
如 果 这 g 一 p 十 1 417 对 应 的 环 路 是 线性 无 关 的 ,那么 这 个 子 矩 
HAETTEN. 


шр ERE 
abcdef 
Сї 1 1 0 0 O 
С 1011 


是 图 6. 1-1 所 示 的 图 G 的 一 个 图 矩阵 
ЖУ 6.2.3 i C, C, °. C- J e ЖН G 关于 生成 
树 了 的 基本 图 组 $ 
„- [ai mapt c + 
* ом 
`. 91. 


ШКЕ ЛЖ bG =1,2,…,g 一 pp 十 1,j 二 1,2,…,g) 组 成 的 (g 
PHI Xg EE HE GRAFER T 的 基本 图 矩阵 (funda- 
mental cgcle matrix) , 记 作 Bj。 | 

国 为 对 连通 图 加 的 不 同 的 生成 树 , 有 不 同 的 基本 圈 组 ， 
кенташ В. (жина — 
个 定数 , 即 g— p- 

定理 6.2.2 Sam KAAU Т вакне, 
可 以 写成 如 下 形 羽 的 分 块 矩 阵 ， 

B; = И Bnd (6. 2-1) 

其 中 了 为 9 一 p 十 ! 阶 单位 矩阵 , 它 的 列 对 应 于 连 枝 ，。 

СЕВ] 设 “ie ae ost 是 图 G 关 于 生成 树 了 的 连 
HE serrez" se СВЕ, ИЕ В; 的 列 ,使 前 3 一 六 十 1 列 对 应 
连 枝 ,后 Р—1 列 寻 应 树 枝 。 因 为 每 一 条 基本 轿 只 含有 一 条 过 
枝 , 所 以 B, 可 以 写成 下 面 的 形式 ， 


e, dg * @ə Ф| ес ka: 
O, 1 0 0 хх x 
В, = с, И, 1 БЫ 0 Х Х x = И Вл, 
C, ры о = 1 хх x 


其 中 *X” 表 示 0 或 1,T 是 g 一 p 十 1 ИН. Ë 

例 6.2.2 RIE 6.2-1 所 示 的 图 G 的 一 个 基本 圈 矩 阵 。 

К НЕМ T = (асек), EF Т [ЖЖЖ 

С, = abre} C = {с,4,е},С, = le fog} 

连 枝 集 是 15,d, ,于 是 四 的 关于 生成 衬 T ЕЖЕ 

b d f а ceg 
оо: 1 1 0 о 
elo 10 : 0 1 1 O 
0 0 1 оо 1 


= 


ВН 6. 2-1 

FERMA 36 uE BH ЭС T BH E EE tl 2524 ШЕ РЕ 2 [Е] ЗЕ & 
的 一 个 定理 。 

定理 6.2.3 i$ BERGHE, в, E G 的 基本 辆 此 
阵 , 那 么 存在 一 个 非 奇 异 矩阵 C, 使 得 

В = СВ, 

[证 明 ] РБ, ЕЕ 8 和 基本 图 和 矩阵 в, 有 相同 的 秩 。 其 
次 ,因为 任 一 环 路 可 以 表示 成 若干 个 基本 圈 的 线性 组 人 台 , 所 以 
8 中 任 一 行 向 量 可 由 By 中 若干 行 向 量 线性 表示 。 因 此 ,和 矩阵 
如 可 由 对 В, 进行 有 限 次 初等 变换 得 到 ,对 B, 的 行进 行 初等 
变换 ,相当 于 用 茹 等 矩阵 左 科 Bj;, 而 有 限 个 初等 矩阵 的 积 是 
Erti. № 

最 后 ,我 们 六 证 明 与 定理 6.1. 4 类 似 的 关于 图 矩阵 的 定 
理 。 

定理 6.2.4 一 个 图 矩阵 的 大 子 阵 是 非 奇 异 的 充 要 条 件 

是 这 个 大 子 阵 的 列 对 应 于 某 一 生成 树 的 连 枝 集 。 

[证 明 ] E B EAER В 的 一 个 非 奇 异 大 子 阵 , 且 不 
妨 设 

В = (Bn В\,} 
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用 В.Е ЕК 1% 


BiB = СІ Bu В] (6. 2-2) 
由 定理 6. 2. 2, 基 本 园 抵 阵 可 以 写成 如 下 形式 
В, = С Вл (6. 2-3) 


比较 (6. 2-2) 和 (6. 2-3) WW Ж]. Ву! В БЖЖ. х 
WEEE k КЕРЕ, Н ЕЙ ЈА Е ГИ 
К РНЕ, ЕНЕ РЕ РЕ. At, MERRE 
ERRATI. ИГ А Е SSE БЕЯН А КЕПЕ ЭЕ 
由 定理 6. 2.2 知 ; fu 的 列 对 应 连 枝 集 。 必 要 性 得 证 。 

再 证 充分 性 。 调 整 图 矩阵 B 的 列 的 次 序 , 使 得 BB 的 列 和 
基本 图 矩阵 В, 的 列表 示 相 同 的 边 ， 

B, = И Вл), В = CB В,,] 
由 定理 6.2.3. ЕЗЕР ЕРЕС, 18 
В = СВ, 


故 有 
CB. В) = СИ Вр) 
由 此 可 得 

B, = СТ = С 

Вр Bi 是 非 奇 异 的 .和 外 
例 6.2.4 在 图 6.2-2 所 示 的 
С 中 ,4 一 十 1= 一 4 十 1 一 2， 

故 其 辆 矩阵 为 2X5 ЧЕ 

ар. d e 


Сл 1 1 0 O 
в ol ) 
Со о 1 11 


„04, 


ЗЕ AT 


a с 
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6.3 HEER 


М 6.3.1 设 G 是 连通 (p,g) 图 , 今 
= паганае 
; 0, 否 则 
则 称 由 元 素 gU =1,2, 56,277: —1,7=1,2,5--, 9) R ñ 
(221—1) ха 矩阵 为 图 G ВУЗЕ 2 ЖЕ (complete cnt ma- 
trix) , 记 为 QQ。，; ‚ 
нех. С ЖРЕТ, Й С 
的 割 集 空间 的 全 部 非 零 元 素 。 | 
6.3.1 求 图 6.2-2 ИСТА НЕ. 
ЕНИСЕЯ, ЩИХ СЯН, ЯН, 
求 G 欧 基 本 割 集 组 :也 可 以 取 三 个 顶点 的 关联 和 集 , 如 SC1),S(2),5S 
(3). 
ИСИ ЖЕИНТ={а.се РЕЖА 3 
S= lab), = (b.c,di,S, = {dre} 
它们 所 有 可 能 的 环 和 是 ， 
$. = S, S, = lad} 
S = S, @ S, = {а,6,4,е} 
Se= 8, Ф S, = 1b,c,e) 
5, = S, Ф 5, @ S, = dace) 
于 是 图 G 的 完全 割 集 矩 阵 为 
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а b c d е 
5111 1 00 O 
S|o 1 11 O 
5.00011 
Q. =S |1 0 1 1 0 
511011 
5101101 
5110101 


因为 连通 图 芍 割 集 空间 的 维 数 是 # 一 1, 所 以 下 面 的 定理 
是 显然 的 。 

定理 6.3. 1 过 通 图 的 完全 割 集 矩阵 的 秩 是 疡 一 1。 ` 

定义 6.3.2 在 连通 图 G 的 完全 割 集 和 矩阵 中 , H p 一 1 行 
4 列 组 成 的 秩 为 p 一 1 ВЕ, ВК С 的 割 集 矩阵 (cat set ma- 
tri), НИЯ. 

3135 № РЕК, НЕЖИН НО ШЕП [Жк ЖЕ Ж gl 
ЖЕ Ж. CHELE 

定义 6.3.3 设 Si,S,，…,S, -是 连通 图 G AFERAT 
的 基本 制 集 , 邻 

а, = LEH ; ЖАЖА S, 中 
” 10,2) 

MAHER 4,02-1,26, 1,7-1,2, + д) АЙ (рф 
Xa ERARE С тет ЕЛ T ВЕЕ ЗЕЕ fundamen- 
tal cut-set matrix ЧЕ ©, | 

ВЖЕ 一 的 ,但 是 连通 图 的 基本 割 集 的 秩 
一 定 是 p 一 1。 

定理 6.3.2 图 G 的 基本 割 集 矩阵 Q, 可 以 写成 

©, 一 КА Г) 
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其 中 7 了 是 一 1 Bt ЯНУ РЕНИ, 
Q, ЎА] КУЕ Fk. - 

这 个 定理 的 证 明 与 定理 6. 2.2 类 似 。 

定理 6.3.3 图 G 的 割 集 第 阵 Q 的 大 子 阵 是 非 奇异 的 充 
要 条 件 是 这 个 大 子 阵 的 列 对 应 于 某 一 生成 树 的 树枝 。 

这 个 定理 的 证 明 将 在 下 节 中 给 出 。 


6.4 ЖЕНИЯ 


定理 6.4.1 i M.Q HIER Севр 

阵 , 那 么 存在 一 个 非 奇 异 矩阵 CC, 使 
Q = CM 

这 个 定理 的 证 明 与 定理 6. 2. 3 类 似 , 请 读者 自 证 。 

下 面 我 们 证 明 关 联 和 矩阵 和 完全 图 矩阵 间 的 一 个 关系 ,这 
是 一 个 基本 的 关系 。 | 

ЖИ 6.4.2 连通 图 С АВН У ВЕ В, #t 
Ж 

МВТ = 0,В,М? = 0 

ЯФ МТ, вт Е M , B, 的 转 置 矩 阵 ， 

证明] 吝 整 好 ,有 .的 列 的 次 序 , 使 得 M fll В, У 
相同 的 边 的 次 序 排列 。 把 M , B, 按 行 分 块 , 写 成 列 给 阵 ， 


М, В, 
М, В, 
М = i |, Ве = | 
M. В, 


其 中 m=p—1,n 2 tt], 
REDRE EURE, A 
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М, | М,ВҮМ,В ++ МВТ 
мвт = |“*\свгвг...вгу = |M Bi MiB: 
= ... 
М, | M,BIM, BI...M. BT 
其 中 
М.В? = У Maba (6. 4-1) 
我 们 来 考察 (6. 4-1) 式 右 端的 和 式 。 显 然 , 当 ma 一 0 或 到 
=0 时 m ba = 0, ищ ть =] 和 ba=1 ВУ, ДА, 而 
т„=1 表示 边 上 与 顶点 关联 ,机 一 1 表示 边 有 在 第 j 个 环 路 
+. 于 是 mab 二 1 表示 顶点 :在 第 j 个 环 路 中 ,从 而 顶点 i 的 
度 为 偶数 。 又 顶点 7 在 环 路 7 中 的 度 就 是 等 式 (6: 4-1) 右 端的 
非 零 项 的 项 数 。 办 而 有 
MB7 = 0( 模 2 加 法 ) 
这 就 是 说 ,MB? 的 每 一 个 元 束 均 为 零 , 于 是 
MBT=0 
从 而 又 有 
BMT=0 || 
EH 6.4.3 i$ MBONEA G ИВР ЕЕЕ. 
则 | 
МВТ = 0,ВМТ = 0 
[证 明 ] 调整 完全 圈 和 矩阵 B. 的 行 的 次 序 , 使 


Bx. 
人 
由 定理 6. 4.2, 有 
МВ? = МГЕВТВТ) = СМВТМВТ) = 0 
故 有 


„09+ 


МВТ = 0 


ВМ" = 0 H 
定理 6.4.4 ИСНЕ ШЕЕ ЖН 
M = СМ. Mu) В; = И В; 
其 中 Mu 对 应 生成 树 人 的 连 枝 , 那 么 
В; = И MIMD (6. 4-2) 
[证 明 ] 由 定理 6.4.3, 有 


BiMT™ = СІ Bpa) (ил) 


12 
= М, + B, Mt, = 0 
于 是 
МТ = Вуз М 
因为 М. ЗЕЯ RE HA 
Вуз = ММ)" 
从 而 有 
В, = Ч ММО i 
定理 6.4.4 RH, НЕВЕ КЕНИИ К ЖАН, 
从 而 可 以 求 出 图 的 全 部 图 。 
例 6.4.1 ЖЧ 6.4-1 所 示 的 图 G 关 于 生成 树 工 = {a,b1c} 的 基本 
ШЕРЕП G НИЯ, 
取 顶 点 4 为 参 各 点 ,图 G 的 关联 矩阵 是 
a b с d е f 
111000 
M=2|1 00101 
з0 1 0 1 1 O 
КНМ БОЕО Pl kt 8 W PF P. с] НЕЯ Б, 
„100. 


1 


f a b с 
0 0 0 1 1 1 


| 


1 01 1 0 O 
1 0 01 O 


1 
'2 
341 


М = 


于 是 


r~ 
= = 一 
о © мч 
о = = 
ы, 


FË 


* 101 ° 


е 
0 
1 


о о є 


a b c 
1 10 
0 1 | 

001101 
作 В, 的 行 向 量 的 所 有 可 能 的 环 和 ,有 {ascrd,e} ,brcrd,f} siab, 

r fY.ld. ГУЛАК G 的 全 部 圈 是 ， 
lash, d}, {Все}, азс, f) 
{алсы e}, (b,c.d, f) {abse f} idee f) 

下 面 我 们 证 明 描 述 割 集 和 矩阵 和 图 矩阵 之 问 关系 的 一 个 定 


= = 


B = 


я. 
定理 6.4.5 В О,В, B JY S| СРЕ, 56 
£ RE ЕЛЕЕ E£ , И 
QB? = 0 (В, = 0) 
Tr = 0 (ВОГ = 0) (6. 4-3) 
[证 明 ] iM 是 图 G 的 关联 矩阵 ,由 定理 6. 4. 2 和 定理 
6. 4.3, 有 | 
MB? = #1 МВ" = 0 
又 由 定理 6. 3. 3 ,存在 一 个 非 奇异 矩阵 C, 使 入 =CM ,于 是 
QB? = CME = С.0 = 0 
QIR = СМВТ = С.0=0 H 
定理 6. 4.6 设 图 G 关于 生成 树 了 的 基本 图 和 矩阵 和 基本 
ТЕЕ 
В, = И Вл), Q = ru Г) 
且 它 们 的 列 所 表 革 的 边 的 次 序 相同 , 则 
©. = (ВТ, Г), В, = СТО? 
[证 明 ] 由 定理 6.4.5, 存 
1 


QB = ар Èp 
12 


Е Әһ; + В}, = 0 


a 102 = 


于 是 
Ол = В, 
故 
Q, = ВГ) 
同样 可 证 
В; = 92 @ 
定理 6.4.6 KH, MEAE ЖЫ ЖЖ ИЛНЕ, 
НАЖА Е Dk: sJ PIR НЕЖИН, 
例 6.4.2 在 图 6.4-2 所 示 的 图 
СФ, ЖЕН T= (а.с). 


H GETER T HEEE: 
C= {и.б,с}, 
C= {‹,4»е), 
C,= іе. Гк) 
TE G X. Т Ж ЖШШЕ ЕА 
b d J а с e g 
1 0 00 1 1 0 O 
В; = |0 1001 1 0 
0 01 001 1 1 
m 1100 
Ви: = f 1 1 中 ВА, 
9 0 1 1 
于 是 
bd f а с е g 
1 0 01 00 0 
Q, = 1 3 0 01 00 
01 1 0 01 O 
09 0 1 0 0 обо 1 
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现在 我 们 来 证 肯定 理 6. 3. 3。 

О. ВЕЕ О 的 一 个 大 子 阵 , 它 的 列 对 应 于 生成 树 了 的 树枝 , 调 
ERHI = 

Q = 9.9.2 (A) 
i$ M 是 图 G 的 关联 第 阵 , 调 整 M 的 列 的 次 序 使 与 Q@ 的 列 宸 示 相 同 的 
边 : ñ 
M = (М, Мый) 
由 定理 6.4. 1, FEAN RIER С, Q=CM ,于 是 
о, Q) = CCM a Мы) 
& 
и = CMa 
由 线 性 代数 和 定理 5.1.49 
Que 的 条 = (CMa) М = Mi Ш = p — 1 

即 СВЕ. 

EZ, QI РАЯ. ИО! ЛЕСА) ИПИ. A 

Arl = Ara Р) 
S 99=9,.0,9 =9,, Е 
Q, = (0, Г) 

HA ОБЕРИ ДИ AA 即 Q, ЖЕ. 

i B BE G KAER. тв, 

В = СВ, Bul 

这 里 В, Qub P RE Bt Qu 的 列 数 相同 ,而且 由 


щт 
ВОТ - (Вы В] (; = В.97 + В, = 0 


于 是 
В = ВО 
故 
В = (В, BQ = ВЫ 92 
由 线性 代数 , 知 
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ВФ < В, ñj gk 
因为 Bu 是 ВЕ. зу 
В, ИЖ ВИ — q — p + 1 
于 是 已, 是 非 奇异 的 。 由 定理 g. 2. 4 Я, Bi 的 列 对 应 于 图 С 欧 连 枝 集 ， 
因而 В, НУ Е H + Q. В.У] ЖЕЛКЕ А], Ф, ВЈ 
应 树枝 。 目 | 
РАЖ, PR M THE D TET Fp 05 ЕВЕ РЕ, ШЕ pk: 
+ ЖЕ 2 [н] п] 关系 总 结 如 下 ， 
АВТ = 0,В,АТ = 0 
АВ" 一 0,B47 一 0 
АВ? = 0,B,AT = 0 
QB 一 0,BQ7 = 0 
ӨВ? = 0, ВОТ = 0 
ӨВ = 0,BQ = 0; 
В=СВ,.Ө=СА,С HERREN, 
В; = U (Ав) САХ 70, A= Ал, Aa] 


В, = (1 Gals 
Q; = СВУ, Г) 5 
6.5 图 的 邻接 矩阵 
当 我 们 需要 一 个 图 的 非 图 形 表 示 时 (例如 使 用 计算 机 时 ), 通 党 我 
们 利用 围 的 倪 接 和 矩阵 来 卉 述 它 的 结构 。 
定义 6. 5.1 кн он. УСС) = (лоз о 0 1, № 
J 1, o, 与 ©; 邻接 


вожжи: = j 
则 称 由 元 素 j=l ЖИР С 的 邹 接 矩阵 
”105 。 


(adjacent matrix). Е AO AMICHE А. 
例如 ,图 4.5-: Иж К. Я К... 
的 邻接 矩阵 分 别 是 * 


11 1 
т, 0 1 1 
АСК.) = o 
Us 1 1 = ая 
т, 1 1 O к 
ыл Va 
% Uz Vs т Vs 
vuo 0 1 1 1 
10 0 1 1 1 
АК) = 1 0 0 0 ы A ra 
wll 1 0 0 0 к. 
vll 1 0 0 O 6.51 


НХ 6.5.1 知 , 图 的 邻 搂 矩 阵 是 一 个 主 对 角 线 上 的 元 素 均 为 0， 
其 余 元 素 为 0 或 1 的 对 称 矩阵 ,并 且 它 的 任 一 行 或 列 的 元 素 的 和 等 于 
相应 顶点 的 度 。 反 、, 若 给 定 一 个 主 对 角 线 上 的 元 宗 均 为 0, 其 佘 元 率 为 
0 或 1 的 对 称 矩阵 .4, 则 可 以 唯一 地 确定 一 个 疼 G, 以 4 为 其 邻接 矩阵 。 
于 是 图 的 许多 性 质 可 以 被 反映 到 邻接 矩阵 中 来 。 敬 如， 

CO 邻接 托 阵 的 行 与 列 按 相 同 的 顶点 次 序 排列 ,时 换行 和 相应 的 
列 , 即 重新 安排 顶点 的 次 序 。 如 在 邻接 矩阵 4 中 交换 两 行 (同时 交换 相 
应 的 两 列 ) ,那么 С.С, ШНУР, E 

`A(G,) = P-L4(GJP (6. 5-1) 

事实 上 ,由 于 НЕ КН, А, 和 А, 是 同一 个 图 
СЖ я: ЕЕЕ РЕ, ИАН ТЕР, 

А, = PAP (6. 5-2) 
+ 106 ， 


(2) 我 们 知道 ,一 个 图 С 是 连通 的 , 当 且 仅 当 对 VC(G) 的 每 一 个 二 
分 划 (Y У: EFE- -条 边 , 它 的 两 个 端点 分 别 属于 V, МУ, С 
习题 1-17) .用 撼 阵 的 诗 言 来 说 就 是 :9 是 连通 的 , 当 且 仅 当 没有 如 的 顶 
点 的 一 种 标定 法 ,使 得 亡 的 邻接 算 阵 具有 分 块 形式 ， 

А‹С,) 
А0 = ( аво) 

定理 6.5.1 Блас ЕЕЕ, Ас, 563 аа 
Со 与 二- 的 长 为 天 的 途径 的 数目 。 

[证 明 ] 对 & 用 归纳 法 。 当 有 一 0 时 4 一 了 为 户 阶 单位 矩阵 。 从 人 尾 
一 硕 点 v; 到 自身 有 一 闲 长 为 0 的 途径 。 任 何 两 个 不 同 的 顶点 间 没 有 长 
为 0 的 途径 , 故 当 上 =( 时 定理 成 立 。 

ЗЕНА IR sn H AH = AA 


р 
айт = Yaaa” 


iwl 


由 于 а ЕЙ v 与 w К 1 ОВЕН АВВ u 与 长 为 
的 途径 的 数目 。 所 以 a ЖЕН о 经 过 一 条 到 w, 再 经 过 一 条 长 为 天 
的 途径 到 o, 的 总 长 为 “十 1 的 途径 的 数目 ,对 所 有 的 7 求 和 , 即 得 fr 
是 所 有 联结 w 与 vj 的 长 为 4 十 1 的 途径 的 数目 。 由 归纳 法 原理 ,定理 得 
z. В 
推论 6.5.1 
а = Уа, = Уза, = deg(z;) (6. 1-3) 


Jai jal 

[征明 ] ЖЖ vw 与 它 自身 的 长 为 2 的 途径 只 能 是 重复 一 次 经 
过 一 条 关联 于 的 边 , 由 定理 6. 5. 1 有 即 得 推论 6.5.1。 Ë 

推论 6. 5.2 a 是 图 6G 中 以 vw 为 一 个 顶点 的 三 角形 数目 的 二 倍 。 

[证 明 ] 联结 vw 二 其 自身 的 长 为 3 的 途径 只 能 是 以 vw 为 一 个 顶点 
的 三 角形 ,而 每 一 个 这 样 的 三 角形 按 两 种 不 同方 向 对 应 于 两 条 不 同 的 
же. É" | 

定义 和 5.2 图 (的 邻接 矩阵 4(G) 的 行列 式 ded УВ G 
的 行列 式 , 记 作 дес. El 
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detG = det A(G) 
定义 6.5.3 ШС АОИ 
ESAL IZE PGA), П 
PIGA) = (— Idel АСС) — АП] 
= Eear (6. 1-5) 
一 个 图 的 特征 多 项 式 的 系数 c 与 它 的 导出 子 图 的 数目 有 关 。 
定理 6.5.2 图 G 的 特征 多 项 式 的 系数 
c, = 1 
= (— IDH. s(G,H) 6.55 
EP .(G,H)3 G 中 同 构 于 五 的 导出 子 图 的 数目 ， 
У 是 对 所 有 i; 阶 导出 子 图 求 和 
[证 明 ] «= 1 是 显然 的 。 
由 线性 代数 知 , 式 (6.5-4) 中 的 系数 为 
c = (— 1) 2 detA; 


其 中 У) 是 对 AORA i ЕЖА 求 和 .4(G) 的 每 一 个 : 阶 主子 
起 是 由 相应 的 行 对 应 的 顶点 拨 导 出 的 的 ;i 阶 导出 子 图 的 行列 式 。 若 
两 个 导出 子 图 同 构 , 则 它们 的 行列 式 相同 。 按 同 构 的 子 图 人 台 并 相应 的 
项 , 即 得 式 (6. 5-5), 8 
由 线性 代数 知 , 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 均 为 实数 ,图 避 的 邻接 疆 阵 是 
ЗХАНЕ, Р. 邻接 矩阵 前 特 征 值 为 实数 。 
定义 6.5.4 САНЕ Ж 4(G) 的 特征 值 称 为 图 G 的 特征 估 ， 
6G 的 全 部 特征 值 称 为 G ВЧ ереста) , 记 作 ЗресС. 
设 AOR TIRED Uee BERS m MAG 
的 谱 可 表示 为 
А А, ... À, 
Зресб = Mi т, ... m, 


下 面 给 出 一 些 轩 的 特征 多项式 和 它 的 谱 的 例子 。 
.108 · | 


$ 6.5.1 


Sep: P, = 2 0 
1 
Й 6.5.2 
Vi 1% тз t 
[о 1 0 1 
vil 0 1 0 
A(C,) = 
Vi 0 1 0 1 
wil 0 1 о 
Р(С,.А = А - 4 
Spect. — P о 一 D) 
а 1 
#16. 5.3 
я 
Uy 


UL 
UL 0 
АР, = u, | Ü 


u; 1 


PCP, А) = А — ЗА 


©з 
— Уз 
1 
vs 
u 
Ош 


Us 
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мо 0 1 1 1 
“lo 0 1 1 1 
АК) =y 1 1 0 0 O 
vii 1 0 0 0 
ъ\1 1 0 0 0 


РОК, 11А = А5 — 63 
定理 6.5.3 ‚Или K, 的 谱 是 


—1 2—1 
SepcK, = |, —1 1 | 
[证 明 ] 天 ,的 邻接 矩阵 是 
0 1 
дк = || тит 
1 11 0 
T£ K, НЕЕ 
-À 1 1 1 
1 —А 1 1 
РАК, = (— 1)* 
1 1 1 А 
利用 行列 式 的 人 性质 CEH H: 
-à 1 1 = 1 
1 -А1 1 
(= 1 


1 1 j = —1 
= (— [A po 00304 + р" 
Ер 
РАНА) = (— 12 B+ DQ + 1071 
+J K, ВЕН: p 一 1( 重 数 1) ,和 一 1( 恒 数 为 p 一 1)。 8 
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НРА РЕН СИЕ, BJ ВВ ЕИ. 

命题 6.5.1 如 果 必 是 分 离 图 , 则 G 的 谱 悬 各 分 支 谱 的 并 。 

命题 6.5.2 图 的 特征 什 的 和 为 零 。 

[证 明 ] 图 避 的 昨 征 值 的 和 等 于 4(G) 的 迹 , 由 于 A(G) 主 对 角 线 
的 元 素 均 为 0, 所 以 догу 0. Ë 

定理 6.5.4 ШС ІРА, S 

D rGH tHE: 

(2) 的 重 数 等 于 (的 分 支 数 ， 

(3) G 的 任 一 特征 值 4 满 中 14| 志 +。 

GEMO) 设 4=(1,1 ,…,1)7, 则 有 

Si Tt, _ 
pt A(G)a=ra 
Ë r R G 的 一 个 特征 值 .a 是 对 应 的 特征 向 量 . 

(2) 因为 一 个 有 丸 个 分 支 的 分 离 图 的 特征 多 项 式 是 它 的 每 一 分 支 
的 特征 多 项 的 乘积 , 量 -个 图 是 7 正则 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 分 支 都 是 + 
正 购 的 。 所 以 只 要 证 明 上 一 1, 即 连通 图 的 情形 。 

设 5= (bB... ,bY 是 ACG) 的 对 应 于 特征 值 7 的 特征 向 量 ,要 证 
Bib = b=. 6, ЛЬ 在 所有 的 b; HARKE., EA bA 
А,2<4< p. ЖЕКА w. 5 шщ 的 一 条 道路 Vava" Us :其 中 Uir 5U yt 一 
и, 我 们 可 以 得 到 5 使 得 a=b tbat ЗЕЯ : 因 

А = rb 
ЖЖ. ТЕ, в 

Уа b, = rb, 
上 式 左 端 至 多 有 r 项 非 零 , 且 每 一 ЗИ УЗАМИ ЖЕШ |р, | = 12, |, рт 
EMRA r REP Н ЕЖУ Ob FER у=...) а, «ча = 
к=к, ИЖИ. MMIEMT h=, АД, р ЕН 
а ФИНЕ БЕЛ. TEZAT < tE НН 
”于 对 应 特征 信 " 的 特征 向 量 生成 的 空间 是 一 维 的 , 故 > В ИЕН, 
(3) 设 4 基 全 的 一 个 特征 值 ,c= Ceser ses) 是 对 应 于 4 的 特征 向 

‚и. 


Ж. 
[а] = тах{ |с,| s = 1,2, р} 


В селе. жа: Ли, 


Ё 
Ул = Ж, 
irl 
P Ё 
iH Alle = |= D acl < У) |а| < [с] 
j=1 j=i 
故 有 
А <, Ë 


ВЕ. ПИЯ ТЛИ НН. 由 于 一 个 图 的 谱 在 它 
的 顶点 的 重新 标定 下 是 不 变 的 ,早期 的 研究 者 曾 希 望 图 的 谱 将 唯一 地 
决定 图 的 结构 。 但 是 很 快 发 更, 事实 上 并 非 如 此 。 例 如 图 K, AME K, 
ОС, 6. 5-2), А 有 相同 的 谱 ， 
. Z 0 —2 
Sepch 4 = Spec(K, U C.) = | | 
1 3 1 


К... 


Е 6. 5-2 
Еж К, К. ЦС TAH. 这 表明 不 同 构 的 图 可 能 相同 的 谱 。 什 么 样 
的 图 可 以 由 谱 唯 - :确定 , 换 甸 话说 ,具有 什么 样 结构 的 图 具有 如 下 性 
м: 
若 
ЅресС = SpecH 
. 112. 


MI 
G=H 
这 是 图 论 中 一 个 至 今 夯 没有 解决 的 问题 , 即 所 谓 的 谱 唯一 性 问题 。 


6.6 割 集 和 矩阵 的 可 实现 性 


在 前 面 几 节 中 ,讨论 了 给 定 一 个 国 可 以 写 出 这 个 图 揭 关 联 矩 阵 、 国 
矩阵 和 制 集 矩阵 。 若 治 定 一 个 以 0 和 1 为 元 素 的 矩阵 (简称 为 40,1? 抢 
№) БЕ А Ra ERR ЕЕ, 

ЗЕРЕН, ИА ЯМЫ. — СОЕ Е, EE Ар] 
中 1 的 个 数 不 超 过 2. 那么 这 个 矩阵 就 是 茶 个 图 的 关联 第 阵 。 从 关联 矩 
阵 找 出 它 所 描述 的 图 的 方法 基 ; 若 甜 阵 的 行 数 是 , 则 对 应 的 图 有 a 十 1 
个 顶点 ,其 中 第 a 十 1 个 顶点 是 参考 点 矩阵 的 列 数 就 是 图 的 边 数 。 若 托 
阵 的 某 一 列 有 两 个 1. 则 把 这 两 个 1 所 在 草 行 对 应 药 顶 点 连 起 来 ,车 某 
一 列 只 有 一 个 1, 则 这 个 1 所 在 行 对 应 的 顶点 与 参考 点 相连 ,这 样 得 到 
的 图 就 是 该 关联 盾 阵 听 描 述 的 图 。 

但 基 判 断 一 个 (0,1) 矩 阵 是 不 是 某 一 个 图 的 制 集 矩阵 或 圈 矩 阵 就 
不 那么 容易 了 。 

下 面 我 们 来 介绍 一 种 判断 (0,1) 矩 阵 是 不 是 某 个 图 的 荐 集 和 矩阵 或 
ШЕИ. ЕЕ ИЈАН. 

下 面 我 们 就 基本 制 集 矩 阵 进 行 讨论 。 

基本 制 集 矩 阵 可 以 写成 如 下 形式 

©, = RD (6. 6-1) 

一 个 形 如 (6. 6-Е, АНЕ G, U E 5 ЖБ ЖИ ЖЕ 
Р.А ЕЕ ЗЕ. TE. 6-1) 的 矩阵 是否 是 可 实现 
的 是 基于 下 述 定理 ， 

如 果 形 如 (6, 6-1 ;的 矩阵 是 可 实现 的 ,那么 它 有 一 个 奥 饥 达 图 形 ; 
反之 ,如 果 形 如 (6. 6- 昌 的 矩阵 有 一 个 广义 的 奥 凯 达 图 形 ,那么 它 是 可 
实现 的 。 
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ЯТ Ж.А ЕЕ ЛУ, СЕНА. 6-1) 用 平面 
E р-1 TEA a- 2+1 条 线段 构成 (这 里 p 一 1 是 矩阵 式 (6. 6-1) 的 行 
数 ,g 一 p 十 1 是 子 阵 Q A ,的 列 数 )}。p 一 1 个 图 对 应 于 形 如 式 (6. 6-1) 和 矩阵 
的 行 ,9 一 p 十 1 条 线段 对 应 于 式 (6. СПЕ Q, ,的 列 。 设 2—1 个 加 
为 Sirdare sd pl ри РАЛ 条 线段 为 ИЛЫ 9—р+10 ERESI: 

(O) 没有 两 个 J J. 是 相交 的 ,但 允许 互相 包含 ， 

(2) ВЯ, ИЕ Л Е@=1,2,- q —p+l1,h=1,2,-,q— 
1); 

(3) ЕВЕ (6. 6-1) 的 (4,8) 位 置 上 的 元 素 是 1, 那 么 J 和 I 
恰好 交 于 一 点 , 即 F r. ИЕ. ШЖ (А.А) {УЖА ТОЁ ЛЕ 0, 那么 
J 和 工 不 相交 ， 

(4) BR Ж УЗРО) л, НАВЕЛИ. 

满足 上 面条 件 的 图 形 , 称 为 形 如 式 (6. 6-0 ВЕЈК Е. 

如 果 用 简单 闭 曲 线 代 符 图, 用 简单 弧 代 替 线 段 ,那么 满足 上 述 条 忻 
KEE ЖЗ Г 2 UU T: L A | 


例如 
123456789 1 1 12 13 14 15 
11110011111 0 0 0 о 
1000101010 0 1 0 о 0 
01000101109 о о 1 0 O 
001010010 1 о D о 1 0 
000101100 10 0 0 O 1 
(6. 6-2) 


上 述 答 阵 的 一 个 奥 凯 达 图 形 如 图 6. 6-1 Эту, E Jt k ks BE E zT Ж: 
现 的 。 
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图 6. 6-1 


= 


345678910 


8) 


1 


是 不 可 实现 的 ,事实 上 . 先 画 出 两 个 加 J.J, ,如 图 6. 6-2 所 示 。 再 画 出 


+B J.J. J|. nB 6. 6-3 所 


о о о Q Ó 一 
Ф © о O тч O 
ое = со © 
> ©б — G © © 
© — Фо о о 
ч © © © Ф сл 
© о єч © — m 
© = O ка ©з мч 
= © D a — = 
= м мо 


0 


Æ 6. 6-2 


示 。 
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%@ 
C) ! 


кь. 


图 6. 6-3 

最 后 画 出 第 六 个 贺 4, 仅 和 I;、I 相交 ,这 是 不 可 能 的 。 这 就 是 说 ， 
不 可 能 有 一 个 图 以 ЖЖЖ ЖЕРЕ. 

下 面 我 们 给 出 ,如果 形 如 (6. 6-1) 的 矩阵 是 可 实现 前 , 画 出 其 相应 
的 图 的 方法 。 

一 1 个 不 相交 的 简单 闭 曲线 J Л, 66, :把 平面 分 成 个 区 域 
К.К," К, 84" R, 的 边界 是 某 些 J 的 并 (至 少 是 一 个 ,也 可 能 是 全 
Я). КЖ, Л 从 好 是 В, в, =. ;RR,-! 中 两 个 的 界 ,但 两 个 区 域 中 只 
有 一 个 区 域 以 J 为 它 的 和 外界。 为 方便 起 见 ,我 们 不 妨 设 R. 为 所 有 简单 
闭 曲 线 的 外 部 ,而 051,2, 66, р DE J 为 外 界 区 域 。 

下 面 我 们 以 给 宝 矩 隆 的 奥 衣 达 图 形 为 基础 ， 来 构造 以 所 给 矩阵 为 
ЖЖ ЖЕБЕГЕН. 

EFE R A=0,1,2, p1) RRE о, (а= 0,1,2, 
Ю.Ш FERME с Ri ° 

D HET Ja a= 1.2, p—1),3F J, E R; К, ВА, 
边 еә 连接 zi。 

(2) 对 每 个 Jk 二 1,2,… ,4 一 十 1) 它 的 两 个 端点 在 不 同 的 域 中 ， 
M R,,R,G224), ЕТ, Пе, ЖЕНЕ u, о, 

根据 矩阵 (6. ОМИ (6. 6-1) ,按照 上 述 方 法 得 到 如 图 
6. 6-4 所 示 的 图 „ 
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Ё 6. 6-4 
у 题 六 


61 写 出 下 列 各 [| 的 完全 关联 矩阵 ; 


С: 


RK 6-1 图 
6-2 RHM G 5 FEE T= {c,2,f,g} 的 基本 图 矩阵 。 
6-3 Жал К,А — BE E ДИ Б ЖП ЯМ ЕЗ К 
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序 , 求 出 该 图 的 А, ‚А B.B, BiQ Qr, 


ЇЧ 6-2 E 6-3 BI 
6-4 ARA ТЕЙИ T = (a,b,c ,d.e) MERR T= e, / к, 
Е ЖЕШ УЕ Е Ж ЖАҢ Ei PE. 
6-5 ЖЯ 5-4 图 所 示 的 图 G, 用 关联 和 集 求 出 图 G Е 
ЁЁ, 
6-6 УШНЫЕ, ЕК 
ът. 


En 6-4 图 题 6-6 | 
6-7 ВМ 小 关联 矩阵 M 和 M:, 试 分 别 找 出 其 对 应 的 完全 关联 
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ЖЕЕ. ИЕН НУ ЙЧ G, 和 С»; 
а Б 


© — о = А, 
© б = = m 


h 
0 
0 
1 
0 


0 

;对 应 此 生成 树 的 基本 图 矩阵 В, 为 
d e f z h 

0 


S б с о = = 
q © енн о © 
о = соло о s 
© фо = юы о m 


6-8 ЙС ЖОШ, ЕНИ 
авс 
та 
оо 

В; = 
оо 
0 1 


=> © = н 
= =e = су 
= б б © 


ЕЖЕ. 


= зо 


TABE, AY FEK REECE? 
(1) tbe f) - 棵 生成 树 
(2) tavcve, 户 也 旺 一 棵 生成 树 
(3) lashes g) Ж) КЇЙ 
(4) 46. Ге ЗИ 
(5) {а,б,с,4й gz) 9 В 
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(6) {азса е-и JE IE 
6-10 ЕНД НЕ 6.1.3 
6-11 证 明定 理 6.2.1 
6-12 证 明定 理 6.3.2 
6-13 证明, 设 M 是 一 个 有 二 个 顶点 和 р 1 ЖЕНЕ 
阵 , 当 且 仅 当 对 ЖЕ ЖИ. KATE HH. 
6-14 设 4 是 连通 图 G 的 邻接 矩阵 ,对 А 能 说 点 什么 ? 
d) о # д 
(2) (ou Jë Ж 
6-15 WE G 的 特征 多 项 式 为 
PULA) = p + e an H c," + - + c. 
证 明 ， 
(1) С,=0 
(2) —C, 等 了 G 的 边 数 
(3) 一 Cs 等 3 中 三 角形 数目 的 二 倍 
5-16 设 图 G 的 特征 密 项 式 为 
PULA = ай HE с, Ч с, : 
证 明 : 连 通 图 '; 有 m 个 不 同 的 特征 值 ,G 的 直径 为 4, 则 m>d。 
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. BLE 连通 性 


[ЇН 8 ВЕ ЖЕ ТЇ ИР ТЕГИ 2 — EAEE 
图 的 连通 度 有 着 密切 的 关系 。 我 们 知道 ,具有 割 点 或 害 边 的 连 
道 图 ,去 掉 制 点 或 割 边 图 就 不 连通 ,没有 割 点 或 割 边 的 连通 图 
则 要 去 掉 几 个 顶点 或 几 条 边 ,图 才 不 连通 。 在 一 个 没有 制 点 或 
制 边 的 连通 图 中 至 少 要 去 掉 几 个 顶点 或 几 条 边 ,图 才 不 能 连 
通 呢 ? 或 者 说 ,最 多 去 掉 儿 个 顶点 或 几 条 边 , 仍 舱 保持 图 的 迷 
ЖЕ. 本 章 讨论 图 的 连通 度 的 概念 和 2 一 连通 图 的 若干 性 质 。 


7.1 连通 度 和 边 连 通 度 


在 图 7. 1-1 Ю ЭКЕНДЕ 5 阶 图 中 ,Gi 是 树 。 树 的 任 一 条 
边 都 是 割 边 , 且 度 大 于 1 的 顶 均 为 割 点 ,因此 树 是 具有 最 小 连 
通 度 的 图 ,在 图 G, 中 有 一 个 割 点 而 没有 制 边 ,因此 ,在 G, 中 
去 掉 一 个 割 点 或 一 个 以 上 的 其 他 顶点 ,图 才 可 能 不 连通 ;在 
G 中 没有 制 点 和 制 边 。 因此 ,在 G 中 要 去 掉 两 个 以 上 的 顶点 


K XKE 


Шт. 1-1 
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或 边 ,图 才 可 能 不 连通 .尽管 如 此 ,从 图 7. 1-1 申 可 以 看 出 ,G 
的 连通 程度 没有 С. 好 。 | 

我 们 从 直观 上 看 出 图 7. 1-1 所 示 的 四 个 图 中 ,右边 的 比 
左边 的 图 连通 的 “程度 "有 要好。 那么 怎样 来 衡量 一 个 图 的 连通 
程度 呢 ? 下 面 我 们 来 讨论 这 个 问题 。 

我 们 先 来 四 忆 一 下 断 集 的 概念 。 图 G 二 (V ,EE) 的 断 集 5 
是 一 个 形 如 EV XV, (V, 是 7Y(G) 的 一 个 非 空子 集 ? 的 边 
集 。 在 G 中 去 控 5 的 所 有 边 后 ,图 G 不 连通 , 即 G-S 是 分 离 
El. 如果 汪 是 只 含有 一 条 边 的 集合 , 那 S 就 是 割 边 ,因此 我 们 
可 以 把 断 集 看 成 是 割 边 的 推广 。 

车 VC(G) 的 -个子 集 T, 使 G-T 不 连通 或 是 平凡 图 , 则 称 
T EG МІД РАЗН Vertex cut)。 如 果 顶 点 割 全 是 只 全 有 
一 个 项 点 的 集合 时 , 便 回 到 割 点 的 概念 ,因此 顶点 割 是 割 点 的 
Г. 

例如 ,在 图 7. 1-1 所 示 的 图 中 ,诸如 {5),{1,5}, {1,2,5}, 
{1,2,3,4} 等 等 部 是 Cs 的 顶点 割 , 顶 点 割 15} 是 割 点 。 显 然 , 图 
的 连通 程度 与 项 点 割 和 断 集中 含有 的 元 素 的 个 数 有 着 密切 的 
关系 。 | 

М. 7.1.1 СЯН, ЖИ 

КС) = пип{|Т|,Т С) 

АС) = min(|S | ,S ЕСН} 
分 别 为 G 的 (点 } 连 通 度 (Vertexcomectivity) 和 边 连 通 度 (edge 
comnectivity )} 。 

图 的 (点 ?连通 度 我 们 常常 省 略 “ 点 " 字 称 连通 度 。 图 的 连 
通 度 和 边 连 通 刻 引用 来 衡量 图 的 连通 程度 的 两 个 参数 。 由 定 
义 7.1.1 知 ,图 的 连通 度 是 图 的 所 有 顶点 制 中 含有 顶点 个 数 
最 少 的 顶点 皋 元 束 的 个 数 : 边 连通 度 则 是 С 的 所 有 断 集 
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(B Ж Ж ИЖЕ S kak p iii ору чо БЛП. 
在 图 7. 1-1 中 ,对 了 图 G, 和 G,, 有 

x(G.) = 1,А(С,) = 1 

(G) = 1,А(С,) = 2 

显然 ,如 果 G 二 平凡 的 或 是 非 连 通 时 *(C) 一 0; 如 果 是 平 
Де АСС =0. 24 С 是 平凡 的 或 非 连通 时 АСС) =0. 

对 于 完全 图 天 ,, 去 掉 其 中 任意 (ру, Е 
通 , 只 有 去 掉 p 一 1 个 顶点 后 ,图 变 成 平凡 图 ,因此 к(К„)=р 
—1. 

定理 7.1.1 半 一 个 图 G, 有 

x(G) < АС) EEO) (7.1-1) 
其 中 5CG) 是 图 G 的 顶点 的 最 小 度 ， | 

[证 明 ] Ж 是 G 中 度 最 小 的 顶点 , 即 degv 一 5(G)。 显 

Жо EE C-S(o)t(O 是 的 关联 集 ) 的 一 个 孤立 点 。 于 是 
АС) < [S| = 8(С) 

下 面 对 4 HAER «(С АС), 

ш 8(G) 一 0 或 1 时 ,显然 eG) =A), 

若 对 所 有 АС =A ШИ G, A OAG., ША 
(«Н)=А. +1,Т k. НИКА, Н |7 |=А 1-1. Fi e= 
(ии) ЕТ, PAA —-е) =д М НеХТ) S, 15 | 
<À {ШЕ SU {u Ж H BAT, Вр 

кН) < |S Ú {и} | <А +1 = АСНУ 
由 归纳 法 原理 知 , 对 任何 4,(7. LDR. i 
定理 7. 1.2 对 任何 图 GG, 有 


к) < (22), = (2) 《7. 1. -2) 
[证 明 ] 由 定理 1,.3.1 有 
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1 s) аео) = а 


s€ УС) 


ERER A ERREFE, ik 


: 1 
H = = а 
ліп „дев (0) = „27 | eg (т) 


于 是 
3(G) < 8 
因为 0С) 能 取 整 数 ,并 由 定理 7.1.1, 有 
~r? 
к (2), < (2) |] 


定理 7.1.3 BGA pRB] 
| ACG) = 8(С) (7.1-3) 
[证 明 ] 显然 G 是 连通 的 , 设 5 是 G 的 断 集 |S| 一 4(G)。 
б, 和 Gi 是 G 一 ~ 的 两 个 分 支 ,不 妨 设 IV(G) | 一 < [E]. 
#1 р=1, К V(G)= (0), WI 
AG) = |S| = deg(o) Z 8(С) 
月 由 (7. 1-1) 式 和 А(С)=д8(С) 
E р, ЯВ G, 中 各 顶点 在 G 中 的 度 的 和 5,。 
一 方面 ,由 6(G) 的 定义 ,有 | 
Z, Z рд(С) (7.1.-4) 
я, С, ЯП S 中 的 边 , 有 
>, < А — 1) + АС) =< bi (0 — 1) + êG) 
: (7. 1-5) 
НО. -pM 1-5) 两 式 , 得 | 
b0(G) < рор, — 1) + АС) < рф —:1) + eG) 
在 上 面 不 等 式 的 每 一 项 中 减 去 5(G) ,然后 除 以 p 一 1, 再 由 定 
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理 的 假设 ,得 

(2) a0 < + “©)—#Ф < ($) 
于 是 

MG = 00 == (2) Ë 

定义 7.1.2 ШЖ Oh, ШС 是 和 连通 的 ;如 果 A 
(У, G 是 广 边 连通 的 。 

显然 ,所 有 的 医 平 凡 图 都 是 1- 连 通 的 和 1- 边 连通 的 ,p Er 
(рб, НЕХ, А, А-8 
的 必 是 h- 连 通 的 ;车 fi> f,. WJ f, 一 边 连 通 的 必 是 fi 一边 
连通 的 。 

定理 7.1.4 设 图 台 是 刀 连 通 的 , 则 G 的 每 个 顶点 的 度 
HZR, 
[证 明 ] Be 是 G 的 一 个 顶点 ,如 果 deg) =h—1, E v 
Б h~ 条 边关 联 . 设 与 v 邻接 的 4 一 1 个 顶点 构成 集合 他, 因 
为 如 是 天 连通 的 , 才 有 

h- 1<(@— 1) —1= >— 2 

这 就 是 说 ,在 G 中 存在 一 个 顶点 , 异 于 wv 且 不 在 工 内 ,于 是 工 
是 一 个 项 点 割 , 因 Т|=^л—1<А,Ж G 不 是 A 一 连通 的 ,与 假 
ити. NË 

定理 7.1.5 设 图 G 是 所 连通 的 ,v E G 中 的 一 个 顶点 ， 
则 G 一 vz 是 (4 一 1) 连通 的 。 

{证明 ] Ар, 

` А—1<р—1 

又 ,为 了 使 C 一 "分离 , 则 至 少 要 去 掉 А1 个 顶点 , 故 G 一 v 
‚ о-ва. E 
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7.2 2- 连 通 图 


在 2.2 中 我 们 曾 定义 过 不 可 分 图 ,这 一 节 我 们 来 进一步 
讨论 不 可 分 图 的 一 些 性 质 。 

定义 7.2. 1 图 的 一 个 最 大 不 可 分 子 图 称 为 图 G 的 一 个 
块 (block)。 

EE G 是 不 可 分 的 ,G 本 身 就 常常 称 为 一 个 块 。 

下 面 的 定理 是 显然 的 。 

定理 7.2.1 图 G 是 不 可 分 的 , 当 且 仅 当 G 是 2- 连 通 的 。 

定义 7.2.2 设 P,Q@ 是 图 G 的 两 条 (u,v) 道 路 。 如 果 除 
端点 изо РӘВЕ АЗЕ, ШЕ РАО й 
不 相交 的 。 

定理 7.2.2 RG E p> HEG 是 2- 连通 的 充 要 条 件 
是 G 的 任意 两 个 顶点 至 少 由 两 条 内 部 不 相交 的 道路 所 连通 。 

[证 明 ] 充分 性 。 若 G 的 任意 两 个 顶点 至 少 由 两 条 内 部 
不 相交 的 道路 所 连通 。 显然 ,G 是 连通 的 ,并 且 设 有 制 点 ,因此 
G 是 2- 连通 的 。 

必要 性 . W G E 2- 连 通 的 ,u,v 是 GG 中 的 任意 两 个 顶点 。 
我 们 对 wv 间 的 距离 dlw,v) 用 归纳 法 。 

4 4 (ие) --1 时 ,由 于 GG 是 2- 连通 的 ,所 以 e 二 (wv) 不 
是 割 边 .由 定理 2. 2.1 知 ,e ЧЕ, Ри 由 两 条 
内 部 不 相交 的 道路 所 连通 。 

假设 距离 小 于 在 的 任意 两 个 顶点 定理 成 立 , 并 设 Чит) 
一 A>2。 

我 们 来 考察 一 条 长 为 下 的 (av) 道 路 。 设 也 是 这 条 道路 
上 顶点 wv 前 面 那 个 顶点 (图 7. 2-1). 
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Ё 7. 2-1 


因为 2(и,ш) = 一 1, 由 归纳 法 的 假设 ,在 G 中 至 少 有 两 
条 内 部 不 相交 的 (4.w) 道 路 , 记 作 了 和 @。 因 为 G 是 2- 连通 
的 ,所 以 G 一 w 是 连通 的 (定理 7.1.5)。 因 此 ,在 G 一 w 中 存在 
— fE (u u) НР. P' 与 道路 P,Q 间 的 关系 无 非 是 图 
7. 2-1 中 所 示 的 三 种 情况 ,其 中 z 是 P' 中 的 与 最近 有 上 且 在 P 
UQ 上 的 顶点 (因为 4 在 PUQ 中 ;所 以 这 样 一 个 顶点 z 是 存 
在 的 ), 假 如 xz 在 了 中 (图 7.2-1(5))。 于 是 G 有 两 条 内 部 不 相 
交 的 (uyv) 道 路 ;一 条 是 由 卫 的 (z,x) 节 和 户 的 (z,v) 节 组 成 ， 
另 一 条 是 由 QQ@ 和 边 (w,v) 组 成 。 对 于 其 他 两 种 情况 ,同样 可 以 
ЖЕ ЖЕНА Ж (и Е. E 

定理 7.2.3 СЕН А С 的 任 者 两 个 顶点 都 
位 于 周一 个 图 上 。 

[证 明 ] 由 定理 7.2.2 知 , 若 G 是 2 连通 的 ,那么 G 中 
的 任意 两 个 顶点 至 少 有 两 条 内 部 不 相交 的 道路 。 又 当 且 仅 当 
两 个 顶点 由 两 条 内 部 不 相交 的 道路 连通 的 ,该 两 个 顶点 才 在 
ARAE, FE CG 是 2- 连 通 的 , 则 G 的 任意 两 个 顶点 均 
在 同一 个 圈 上 。 № 

定理 7.2.4 АСАЖ p23 的 一 个 2- 连通 图 , 则 GG 的 任 
意 两 条 边 都 在 同一 个 图 上 ， 

[证 明 ] iC 是 一 个 p 之 3 的 2- 连通 图 ,并 且 a, Не 是 
СЄ ЖОЛ „ТЕ С 中 去 掉 e,, 并 用 一 条 连接 它 的 两 个 端点 的 长 
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为 2 的 道路 代 笑 ,这 条 道路 的 那个 内 部 顶点 是 一 个 新 的 顶点 ， 
记 为 wi: 同样 去 掉 es 边 ,并 用 一 条 连接 e, 的 两 个 端点 的 长 为 
的 道路 来 代替 . 记 这 条 道路 的 内 部 顶点 为 ,这 样 我 们 得 到 一 
ЛЕС 7. 2-2), 


图 7. 2-2 

显然 ,G' 是 一 个 至 少 有 五 个 顶点 的 2- 连 通 图 , 由 定居 
7.2,2 知 ,wi 和 在 G' 的 同一 个 圈 上 ,于 是 e; Же, # G 的 后 
аЬ. i 

综 上 所 述 . 对 于 一 个 无 环 且 无 孤立 点 的 图 G, 干 面 的 条 人 
是 等 价 的 ; 

(1) 图 是 不 可 分 的 ; 

(2) 图 是 236 3803; 

D ЗЕРНА; 

(4) 过 任 这 两 条 边 总 有 一 个 图 。 
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7-1 HFAA iA ТЕ ЛЕЙ 

7-2 йт ЕЧЕН 
03k БЕ ЖЖ B E. 

7-3 ” 试 作 出 一 个 连通 图 
G, 使 之 满足 等 式 

x(G) = A(G) = #06) 

7-4 EA 24 H 42 JEF vd 
的 任意 两 个 顶点 由 至 УМХ 
边 不 重 的 道路 所 连接 半 , 此 图 
{Ж 2- 边 连通 的 。 

7-5 ”证明 定理 7.2.1 

7-6 证明 :车 G E f-t 
连通 的 , 且 f£>0,E k G 7 
条 边 的 集合 , 则 «(С Е’). 

7-7 证 明 ,一 个 不 是 块 的 O. 
连通 图 С, жт 个 块 , 它 
们 仅 包含 女 的 一 个 割 忌 。 

78 ЖИ. РЯ 
一 条 2- 连通 图 中 的 tu,v) 道 
路 , 财 G 未 必 包 含 另 - ЖЕР 
内 部 不 相交 的 (ayo) 道 路 如。 题 7 -1 

7-9 证 明 , 著 G 地 二 边 连通 的 , 则 >p. 


1-10 证 明 : 若 G БА-БА, B >o, EEG ËJ k ШНА, 
MG- ENE 
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HAE РЕ 配 


这 一 章 讨论 匹配 和 完美 亚 配 .“ 匹 本 ?是 图 论 中 的 一 个 重 
要 内 容 , 也 是 图 论 的 一 个 活路 的 研究 领域 。 匹 配 在 所 谓 “ 人 员 
分 配 问 题 " 和 “最 优 分 配 问题 "中 有 重要 应 用 。 


881 最 大 匹配 


定义 8.1.1 设 MM 是 EC(G) 的 一 个 子 集 ,如 果 M 中 任意 
两 条 边 在 G 中 均 丰 邻接 , 则 称 允 是 G 的 一 个 匹配 
(matching), М 中 的 一 条 边 的 两 个 端点 叫做 在 M 下 是 配对 的 
(matched), 

定义 8.1.2 若 匹 配 М 的 一 条 边 与 顶点 关联 , 列 称 М 
饱和 (saturates) 质点 т, Ж Н ЁК о 是 对- 偏 和 的 (M-saturates)， 
FP о E: M 不 狗 和 的 (unsaturated) 。 

定义 8. 1.3 如 果 图 G 中 没有 另外 的 匹配 M М" 
> M |,WJPE MM 是 最 大 匹配 (maximumaching)。 

例 8.11 498.11 所 示 的 图 G 中 ,给 出 图 G 的 一 个 匹配 和 最 大 
匹配 (图 中 分 别 用 祖 线 表示 )。 

E814 设 MM 是 G 的 一 个 匹配 ,其 边 在 E(G)\M 和 
М 中 交错 出 现 的 道路 , 称 为 G 的 一 条 寻 - 交 错 道路 (M-aker- 
nating path) 。 起 点 和 终点 都 是 M- 不 饱和 的 好 -交错 道路 , 称 
为 好 - 增 广 道 路 , M-augmenting path), 

例如 ;图 8. 1-2 所 示 的 图 中 UU UT ОВ 是 一 条 对 - 增 广 
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м. м AVEA 
Æ 8. 1-1 


ЇЙ Ё, оооло 是 一 条 М-З 538 РСН С 
的 一 个 匹配 M). 


图 8. 1-2 


定理 8.1.1 图 G 的 一 个 匹配 M 是 最 大 匹配 的 充 要 条 
件 是 G 不 包含 以- 增 广 道路 。 = 

[证 明 ] j Af E G 的 一 个 匹配 ,并 设 G 包含 一 条 M W 
广 道路 олд "ет b 

М’ = (М (бал уль), (Os 01) ss (Фу, ы} 
UD v2 U3) Соо о0о) } 

БА, МЕС, H M'E G МИЕ. AIM |2>|М|-+Е1, 
所 以 M 不 是 最 大 [Et 配 。 

反之 ,假设 М 不 是 最 大 匹配 , 且 令 MM' 是 G 的 一 个 最 大 匹 
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配 , 那 么 
[м] > IM| (8.1-1) 

iz H ањ MDM НСТ, Н 的 每 个 顶点 
E H 中 的 度 不 址 1 就 是 2。 因 为 它 最 多 只 能 和 一 条 M 的 边 以 
及 M' 的 边关 联 ， 因 此 ,地 的 每 个 分 支 或 是 一 条 边 在 M 和 M' 
中 交错 的 偶 园 ,或 是 一 条 边 在 М 和 MM' 中 交错 的 道路 。 由 式 
(8. 1-1),H 包含 的 M' 的 边 多 于 M КЛ, AUER H 的 一 
条 道路 开始 3: M' 的 边 且 终止 于 M' 的 边 。 故 在 五 中 被 MM 
ЯТ 已 的 起 点 和 线 点 在 图 С 中 就 是 M-A ts T Ж 
P 是 G 的 一 条 Af- 增 广 道路 。 E | 

定理 8.1.2 ИМ, ММ, ЕА С=С, ЕЕ 
№, С = (У'. Е) MOM: 为 边 集 的 边 导出 子 图 ,那么 
他 的 每 一 个 分 支 是 下 列 情 况 之 一 ， 

(1) 边 在 М, 和 М, 中 交错 出 现 的 侦 图 

(2) 边 在 Л, 和 M, 中 交错 出 现 的 道路 其 端点 在 М, 或 
M, 中 不 饱和 。 

[证 明 ] 对 任意 顶点 vEV(G') 

Жї. 1:®Є  (М,—МӘЯП »&У(М,—М,) 

在 这 情况 下 ,是 AM: 一 M: 中 边 的 端点 ,因为 М, 是 匹配 ， 
所 以 М,—М; 滞 有 其 他 的 边 与 关联 进而 没有 М,—М, 中 的 
边 与 关联 ,因为 w 千 YCaM: 一 M,)。 于 是 在 这 种 情况 下 С t 
的 顶点 "的 度 等 于 1。 

情况 2. € V(M,—M.)fl oC V(M,—M.). 

在 这 种 情 议 下 ,对 ,一 Mi， 和 M:—M, 中 均 有 唯一 的 一 条 
边 与 关联 ,因此 ww 的 度 等 于 2。 

综 上 所 述 ,(” 中 的 最 大 度 是 2, 因 此 G' 的 分 支 必 是 定理 中 
ПДН. В 
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8.2 二 部 图 的 匹配 和 禾 盖 


定义 8.2.1 ЖУ EE G 的 任 一 顶点 子 集 ,G ESV, 
的 顶点 邻接 的 所 有 顶点 的 集合 , 称 为 V, 的 邻 集 (neighbour 
set) ИМЕ NeCV。 | 

асан ъй, ЕҢ. ЕЕ КУ ИН 
总 是 希望 能 找到 с 的 一 个 匹配 ,使 它 饱和 V 的 每 个 顶点 。 

定理 8.2.1 设 G 是 有 二 分 划 (V1,V,) 的 二 部 图 , 则 G а 
有 人 饱和 VY 的 每 个 顶点 的 匹配 的 充 要 条 件 是 ， 对 所 有 的 v,= 
V, 

МСУ) | 之 [Ve] (8.2-1) 

[证 明 ] Саню м, CHM V. 的 每 个 顶点 ;并 设 VV。 
ЖУ, 的 一 个 子 集 . 由 于 V 的 顶点 在 М 下 和 NeCV,) 中 相 异 
WAR Ми) |> У, |, 

反之 ,假设 G EWEG. 2-1) 式 的 二 部 图 ,但 不 舍 伯 和 У, 
的 所 有 顶点 的 匹配 , 设 M' 是 G 的 一 个 最 大 匹配 ,根据 假设 , 
好 "不 饱和 У, 的 所 有 顶点 。 设 z 是 V, 的 一 个 М-Н 
点 ,并 设 Q 表示 通过 M -交错 道路 与 x 连 楼 的 所 有 顶点 的 集 
合 。 由 于 M* 是 最 大 匹配 ,由 定理 8.1.1 Чьи 为 Q 中 唯一 的 
MM' 不 饱和 顶点 。 

Ë У. =@ПУ, ‚У, =ОПУ, С 8. 2-1). 

显然 ,Vo\ fa}: 中 的 顶点 ， # M“ T 5 V', 中 的 顶点 配对 。 
因此 ， 
| = [| 一 1 - (B. 2-2) 
和 
NVa) = V, 


图 8.2-1 


实际 上 ,我 们 有 
М№ (У = V, (8. 2-3) 
这 是 因为 We(CYy) 中 的 每 个 顶点 均 通过 一 个 M ЗЕЕ НИНЕ 
接 于 wx。 但 是 (8. 2-248. 2-3 8838 S 3 
IN (Vl = Vl — 1< Ial 

这 与 (8. 2-1) 式 矛盾 。 旱 

定理 8.2.2 设 G=(Vi,Vs;E) 是 一 个 二 部 图 。M' 是 子 
集 ХЕ, 中 的 顶点 与 子 集 ҮСҮ, 中 的 顶点 配对 的 匹配 (一 
1:2). MALFE -个 匹配 

мсм, U M, 

饱和 X, 和 Y,. | 

[证 明 ] 考虑 二 部 图 G' = (X, UU X,Y ПУ, M. UM.). 
那么 G' 中 的 顶点 的 度 是 1 或 2。 这 是 因为 ,这 个 图 的 每 个 分 支 
不 是 道路 就 是 边 在 M. 和 M, 中 交错 出 现 的 圈 ( 参 看 定理 5. 
1.2 的 证 明 )。 

对 Y уЄҮ,- У, 它 在 G' 中 的 度 为 1. 这 样 , 分 支 是 一 条 从 
RA y ATA EXX RATA EYY: ЮН P, Ж 
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前 一 种 情形 ,PP 的 最 后 一 条 边 在 M, 中 ,于 是 М.Р, 中 的 边 
(E XU {xz} 和 YiU {y} 中 的 项 点 配对 ,在 后 一 种 情形 ,P, 的 最 
后 一 条 边 在 MM, tF R. М, ФР, 使 X, 与 (2 一 >) U {y} 中 的 顶 
点 配对 。 总 之 ,MG3P， 饱和 у, ПУ,. РЖ MOP, 饱和 y€ Y, 
—У, fll X, Б Iñ № У, NY 


设 
Р =e Y, P, 


2 1 


那么 M DP 是 饱 利 X, fll X, 的 匹配 。 这 就 是 所 要 求 的 匹配 
MOMUM,. E 

定理 8.2.3 设 G=(Vi,Vo;E) 是 一 个 二 部 图 ,那么 在 G ` 
中 存在 一 个 匹配 饱 印 G 中 所 有 最 大 度 的 顶点 。 

[证 明 ] iZ X ZV.,YCV, 且 包 含 避 中 所 有 最 大 度 的 顶 
点 。 那 么 存在 一 个 IE 配 M ,饱和 XX 中 的 顶点 积存 在 一 个 匹配 
M: Rd Y 中 的 项 点。 根据 定理 8. 2. 2, 存 在 匹配 M COM, U 
M, Ш X ,Y 的 所 有 顶点 。 因 此 ,MM' 就 是 饱和 G 中 所 有 最 大 
度 顶点 的 匹配 。 | 

定理 8. 2.4 以 有 最 大 度 为 4 的 二 部 图 G= (Yi УЕ) 
其 边 集 可 分 解 成 4 个 匹配 。 

[证 明 ] 根据 宇 理 8. 2. 3, 存 在 一 个 侈 和 所 有 度 为 4 的 
匹配 М, 9 那么 с = У, ‚У, ;上 一 M1) 则 是 具有 最 大 座 为 А—1 
的 二 部 图 ,因而 有 饱和 全 部 度 为 4 一 1 的 顶点 的 匹配 M, HE 
житит, а 可 以 构造 一 个 边 不 相交 的 匹配 序列 M, 
М. ,Ms, 这 就 是 (的 边 集 的 一 个 分 解 。 目 

下 面 我 们 引进 “个 下 本 有 者 密切 关系 的 所 谓 图 的 家 
ж. 

ЕХ 8.2.2 14 К&У(‹С) —1---#.ШЕШ G 的 每 
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条 边 至 少 都 有 一 个 端点 在 K 中 , 则 称 K 是 G — 
(covering), 

如 果 G hit ЖАТК СКЕ K Wk K E G 
的 最 小 覆 整 (minimun covering)。 最 小 覆盖 中 元 素 的 个 数 记 作 
А. 

8. 2-2 riy ЖИН на ЛЫ Ж. 


图 8.2-2 
ЖЖ {пилить} ЕВ, ДЖ {оли} 是 一 个 最 小 覆 


=é 
若 天 是 G 的 -tEAM 是 G 的 一 个 匹配 , 则 K => 
有 M 中 每 条 边 的 一 个 端点 。 于 是 ,对 任何 匹配 M 和 任何 覆盖 
K, |M |SCIKI, ZELE Ма аКШ, 是 一 
个 最 小 覆盖 , 则 
1M | < |! (8. 2-4) 
下 面 我 们 来 证 明 关于 最 大 匹配 和 最 小 覆盖 的 一 个 定理 。 
定理 8.2.5 М 是 一 个 匹配 ,KK 是 一 个 覆盖 ,它们 满 
пм! = км 必定 是 最 大 匹配 ,KK 必定 是 最 小 覆盖 。 
[证 明 ] 车 M' ERKEN, K 是 最 小 覆盖 , 则 由 (8. 2- 
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4) 式 ,有 
Wi 委 | IÉ| < IK| 
ВМ = |М |= 1м" |,|К|=|К|. B 

定理 8. 2.6 在 二 部 图 G 中 ,最 大 匹配 的 边 数 等 于 最 小 
覆盖 的 顶点 数 。 | 

ПЕЙ] 设 G 是 具有 二 分 划 (Vi,V,) 的 二 部 图 ,M' 是 G 
的 最 大 匹配 。 用 乙 RV 中 的 M° -不 但 和 的 顶点 集合 ,用 名 
表示 通过 M* -交错 道路 与 U 中 的 顶点 相连 接 的 所 有 顶点 的 
集合 。 

ЖУ. =ОПУ, У. =ОПУ,. MEM 8.2.1 的 证 明 一 样 ， 
可 知 VV 中 的 每 个 顶点 都 是 MM'- 饱 和 的 ,并 且 No (V.)=V;, 
ж К = (У ЛУ UV, (EI 8.2-3), 则 G 的 每 条 边 必 然 至 少 有 
一 个 端点 在 民 中 。 1 为 否则 就 存在 一 条 其 一 个 端点 在 V, 中 ， 
Я УЖЕ VV 中 的 边 , 这 与 Ne(V,) 一 人 了 矛盾。 于 是 


V; =N WV, 1 


图 8. 2-3 
尺 是 G 的 一 个 覆盖 ,并 且 品 然 有 
ІМ" | = || 
由 定理 8. 2. 5 Ч.К ЕЛ, E 
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8.3 完美 匹配 


定义 8.3.1 Ü M JEE G 的 一 个 匹配 ,如 果 G 的 每 一 个 
顶点 是 以 -人 饱和 的 . 则 称 M 是 完美 匹配 (perfect matching), 
例如 ,图 8. 3-1 所 示 的 图 G 中 


М = (и), {va © Js (vs #06) + (O, +04) H 


图 8.3-1 


是 一 个 完美 匹配 . 

根据 定理 8. >. 1, 可 以 证 明 下 面 的 命题 。 

Фазі 若 G 是 一 个 二 正则 二 部 图 (&>0), 则 G 有 
一 个 完美 匹配 。 

[证 明 ] iÉ; 是 一 具有 二 分 划 (VY,,7Ys) 的 大 正则 二 部 图 
(К>). G А ЕН, АУ, | = |Е|=|У,|.3 НЕТ 
>0, AIV |= Vele У ЖУ, 的 一 个 子 集 ,并 且 用 也 和 
EE; 分别 表示 与 和 МУН ИЕ, ЖЕ МОУ) 
ВХ, E.C E,.| fi 

RIN Vol = |E] > |El = ВУ). | 
由 此 可 知 
МСУ) | 22 [Vl 
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再 由 定理 8. 2. 1 知 |,G 有 一 个 对 于 YV, 的 每 个 顶点 都 饱和 的 匹 
配 M.,H- |V.| = У, |, M 是 一 个 完美 匹配 E" 

如 果 一 个 图 的 某 个 分 支 有 奇数 个 顶点 , 则 称 为 奇 分 支 , 如 
果 有 偶数 个 顶点 , 和 你 为 偶 分 支 。 我 们 用 O(G) 表 示 G 的 奇 分 支 
的 数目 。 我 们 有 下 面 的 定理 ， . 

定理 8.3.1 图 G 有 完美 匹配 的 充 要 条 件 是 

OG — V,) < |Vo|; 对 所 有 的 Vo СУСС) (8. 3-1) 

[证 明 ] SR. 站 要 对 箱 单 图 证 明 这 个 定理 就 行 了 。 

首先 假设 G 有 一 -个 完美 匹配 М, ВУ, 是 VC(G) 的 一 个 真子 集 ,并 
Я GiG G.E G -V HEHE. 因为 Gi 是 奇 分 支 , 所 以 GG; 的 某 一 
个 顶点 wi 一 定 在 MM 下 和 TV 的 一 个 顶点 VY; 配 对 (图 8. 3-2). 


图 8. 3-2 


HF ío os) ZV, , N f 
OAG 一 V,) = n = |í: | =< |V,. | 

BZ RE G Wë: 38 PF(8.3-1), fB 8 ЯН 3236 uN: B: Z G 是 没有 完 
美 匹 配 的 最 大 图 G A ЕВ FE, BT G—V. E: G" —V, 的 生成 子 
图 。 我们 有 | 

ОС" — V,) < OG — Fa) 
HES. 3-1) 式 ,有 
OG” - V.) < |V ;对 所 有 的 Vo CVG”) 《8. 3-2) 
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АШУ, ОС") 0, ИМС 的 顶点 数 为 偶数 。 

BU Жж G" PEX p 一 1 的 顶点 集合 。 由 于 当局 =V H,G 显然 
的 完美 匹配 ,因此 假设 UV. 

下 面 我 们 来 证 明 :G* -U 是 完全 图 的 不 相交 的 并 

ШИЖ С” -U 的 某 一 分 支 不 是 完全 的 ,网 在 该 分 支 中 存在 项 
点 u D to. fE 

v) Е ЕКС"), ww) € ЕС"). (ило) & EG) 
Ю.В o &U T: G—U v А 
中 存在 一 个 顶点 г. (Е Со, 
DEEG., RIERA 
情况 用 图 #. 3-3 来 老 示 。 

由 于 G* 是 不 包含 完 
ЭЕ А АУ 88 X W , ik at PY 
# Е EG), G'- 都 包 
含 一 个 完美 匹配 , 设 M, 和 
МЛЯ Со G° орет, H 是 由 MOM, 导 
НС" U (ин, о, х), HT B 的 每 个 顶点 的 度 为 2, 所 以 
НЕ ЮЙ. h 于 构成 这 个 环 路 的 各 图 的 M. 和 М, 的 边 是 交错 的 ， 
因此 所 有 这 些 转 都 世 偶 圈 。 分 两 种 情况 ， 

情况 1. (eye) 和 Covz) 在 吾 的 不 同 分 支 中 (图 8. 3-4(e))。 那 么 , 若 
Соло H HAC HAEC P M, 的 边 连同 不 在 C 中 的 М, 的 边 一 起 
AR CG 的 一 个 完美 号 配 ,这 和 与 СМЕЕТ. 

Жа 2: (ино) Но, Е H МИ — Е а Я 的 对 称 性 ， 
我 们 可 以 假定 ,vw 依次 出 现在 图 忆 上 (图 8. 3-4(5))。 则 在 C 的 vz 
ew 部 分 中 М, 的 边 和 不 在 已 的 элеш 部 分 中 的 Ms ВИ EB (о, 
w) 一 起 组 成 G" 的- :个 完美 匹配 ,再 次 与 G МЕТ, 

因此 ,不 论 情况 1 或 情况 2 都 导致 韦 拓 ,于 是 G* — 是 完全 图 的 
ЖЖ Ж. 

现在 ,根据 (8, 3 1) 式 ,有 
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9 = 


Ф 
MHR  M,: я 
图 8. 3-4 
O(G* Оу < |] . 
因此 ,G" 一 UU ЛОЖЕ, СЕЖЕ 
с’ 一 上 的 各 奇 分 支 的 一 个 顶点 和 恕 的 一 个 顶点 配对 ,上 中 和 G* 一 U 
的 各 分 支 中 剑 下 的 斋 点 也 是 配对 的 。 如 图 8. 3-5 所 法 的 那样 。 


G+ 一 L MHE G+ 一 U HMHE 
N — 


анн] 
банний L — 
— — == — 
... [- b.. O] 


图 8. 3-5 
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H T Ri СЯ 有 完美 匹配 ,因而 从 得 到 的 矛盾 中 知 G tü se 3 L 
M. В 
这 个 定理 的 证 时 较 长 ,有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 。 - 
推论 8.3.1 ТЕНИ 3- 正 则 图 都 有 完美 匹配 。 
[证 明 ] 设 必 是 一 个 没有 割 边 的 3- 正 则 图 。 并 没 V, 是 
V(G) 的 一 个 真子 集 。 用 CC ,G, ;表示 G—V, 的 奇 分 支 ， 
又 设 普 是 一 个 端点 在 G 中, 另 一 个 端点 在 V 中 的 边 的 数目 。 
由 于 GG 是 3- 正 刚 的 , 故 
>; deg) 一 3IY(GD)1，1 扫 ;< 二 2 (8.3-3) 


e€ V(G;) 


并 且 有 
У\аер(о) = 3 |У, | (8. 3-4) 
ЕР, 


H (8. 3-3) 式 知 
>) degtv) 一 2ËÉ(G;) = m, 


是 奇数 ,又 由 于 G 没有 割 边 ,所 以 四 天 1, 因 此 上 起 对 ISS 
mm 之 3 上 成立 
于 是 ,有 


OG- V.) т-у Ут < + 51deg(6) = [У] 
i=] r€ V, 


出 定理 8. 3. 1,G 有 完美 匹配 。 В 


8.4 二 部 图 完美 匹配 的 算法 


在 这 一 节 中 .我 们 来 介绍 求 二 部 图 完美 匹配 的 一 种 算法 ， 
这 种 算法 叫做 匈牙利 算法 。 
求 二 部 图 完 二 匹配 的 一 个 典型 问题 是 所 谓 “ 全 体 人 员 分 
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КЕГЕ”. n КОРА ДЕНЕ т МТ, о КАВУ, = (а, 
и.т от LEH У, {vurun Я, n 个 工作 人 
员 中 每 个 人 能 胜任 一 项 或 几 项 工作 ， 不 是 所 有 的 工作 人 员 都 
能 从 事 和 任何 一 项 二 作 ， 比如 иу 能 做 їл + Us 工作 stiz 能 作 2035035 
u 工作 等 等 。 这 样 便 提 出 一 个 问题 :对 所 有 的 工作 人 员 能 不 
能 分 配 一 件 他 所 能 胜任 的 工作 ? 
КП ГАЋ ЗСО, V. 85 ЖИ G, X E V, 
= {us изу" Us}, т. := {vy ve "Dah. 并 且 当 且 仅 当 工 作 人 员 Wi 
胜任 工作 时 uw уо ДВ. 于 是 问题 转化 为 求 一 部 图 C 
的 一 个 完美 匹配 。 
匈牙利 算法 的 基本 思想 是 很 简单 的 。 
从 任意 的 匹配 M Я, M 饱和 V, 中 的 每 一 个 顶点 ， 
则 M 就 是 所 需要 的 匹配 。 和 否则 ,在 太 中 选择 一 个 M- 不 饱和 
的 顶点 u BR RU u 为 起 点 的 M- 增 广 道路 ,如 果 能 找 出 
这 样 的 道路 Р, p М=МФЕСР), RA ЖЕШ М 更 大 
HEM AMEEN V, 中 更 多 的 顶点 。 我 们 重复 以 М 代替 
М 的 这 个 程序 。 如果 这 样 的 道路 不 存在 , 则 用 对 一 交错 道路 
与 u 相连 接 的 那些 顶点 的 集合 Q 已 找到 。 于 是 (如 同 定理 8. 
2.1 的 证 明 那 样 ).V。o 一 Q 门 VV ЖА [МУ М. 
下 页 给 出 算 小 的 框图 。 
例 8.4.1 求 图 8.4-1 所 示 的 二 部 图 G 的 完美 匹配 。 
第 一 步 : 任 取 一 订 始 匹配 Мо, АТИН 8. 4-2 гот. EE M. 中 的 边 用 
TREM ,其 余 边 用 埋 线 表示 。 
М. = {Си ушу), биз vs) s (из аз} 
第 二 步 :V, 尚未 雹 和， 投 出 其 中 一 个 М-Я ТЕ uz Аш 出 发 
经 过 下 列 过 程 ， 
V alus) — {tostig} — (mast tn 
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Ет e E 


Ж uo。 € v, HERMA | 


v= (00) маф 


ГИ v€ МС) 


м-м@еЕ (Р) 


匈牙利 算法 框图 
` Ñ 
` іХ 
\ L x` 
NV | 
ци, 
NV 


„= 


а 
= 


+144 


TV {®з›®5 әз} 
找到 ЕЕ. НМГ Ш. 
Ро = они: 
{Е M DEP.) A — ЈИЕ M. ,如 图 8. 4-3 所 示 ， 


M, = {wv}, Сиз ль), би), (g; о) ) 


ш ГА из ш ue 
©, Ds ту D т 
8.4-3 


WERV REN 为 不 饱和 顶点 。 从 и, 出 发 经 过 下 列 过 程 : 

Vas {ш,}—* (мени = {ш эш; эша }—* [us p t sts) 

V, (а uu) {з ноз еру) 

облил ии} РУ 

得 到 不 饱和 顶点 и, Яа 的 一 
ЖИТ ER: 

Р, = киими 
f M DEP). H- RKE 
M: mE 8. 4-4 УЖ. 


s 


Р.У, 中 的 顶点 全 部 饱和 , 故 结束 。 
J 题 Л 
8-1 证 明 , 权 让 多 只 有 一 个 完美 匹配 . 
8-2 ER Я СНИЖЕНИЕ o € V(G), НЕ 
9-0 =1 
8-3 Е. С Н СЗ ЛЕ УС (G), 
ЋімМ: СУ, |> Vo a 


84 EGH- :个 大 因 子 是 指 妃 的 一 个 天正 则 生成 子 图 ,C 称 为 可 
-因子 化 的 , 若 存 在 边 不 相交 的 和 因子 Hi Hre H o A G=H,UH,U 


v 
ЫЛ 可 


v т, 
U. 22 ñ Ы 
РА Vs и . 


Vs ©з = 一 
щ L.I 
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“UH. 例如 在 下 图 中 KK。 的 1- 因 子 分 解 产生 五 个 1- 因子。 证明: 完全 
图 КЕР] 1- 六 子 化 的 多 -正则 二 部 图 是 可 1- 因 子 化 的 。 | 
.8-5 ”证明 :一 个 8X8 ЕЛЕНЕ 2 个 位 于 对 角 上 的 1X1 的 小 正 
方形 后 ,恰好 不 能 用 ! XxX2 Kh G fE, | 
GER: 4 Ж—1- I ЖП fl E| Н) 
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第 九 章 色 Ж 


图 的 着 色 问 题 也 是 图 论 中 一 个 重要 的 领域 。 本 章 讨 论 的 
主要 内 容 是 图 的 质点 基色 和 图 的 色 多 项 式 。 
在 本 章 中 只 限于 讨论 连通 的 简单 图 。 


9.1 独 у Ж 


ЕХ 9.1.1 #С=(У,Е),5СҮУ(С). Я S НИЕ 
意 两 个 预 点 在 G 中 均 不 
邻接 , 则 称 $ 是 一 个 独 
立 集 (independent set), | 
ЖЖ 5 称 为 最 大 > v 
的 (maximum), ЖЖ i 
FES EIS > Sl. 
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最 大 独立 集中 顶点 的 个 “ Ë 
数 称 为 G 的 独立 数 (in- 
dependent number), iÉ 
作 a, (G). | m 
例如 ,在 图 9. 1-1 所 图 9.1-1 


示 的 图 中 ,集合 
{vr Us нь} s {Urs Ust} 
均 为 独立 集 。 
集合 {vi,v;' 中 的 顶点 不 邻接 ,但 它们 与 图 的 其 他 顶点 均 
"148 ， 


邻接 ,但 (v4,v4} 不 多 最 大 独立 集 ,集合 {v2 u v } 是 最 大 的 独 
УФ. 
独立 集 与 徐 亲 之 间 有 密切 的 关系 ， 
定理 9.1.1 i SCV(G), 5 是 的 独立 集 当 是 仅 当 5 
=V(TNS E G 的 РМ. 
[证 明 ] 根据 独立 集 的 定义 ,5 是 独立 集 当 目 仅 当 没有 
G 中 的 边 其 两 个 端点 在 S 中 。 换 句 话说 ,S 是 独立 集 当 且 仅 当 
G 的 每 一 条 边 至 少 人 一 个 端点 在 中。 国 
推论 39.1.1 村 于 pp 阶 图 G, 有 
@% + ñ, = р 
СЕЈ С WA Ky Е S IE ЛИЕ КУ ,那么 
х^ | = oo 和 |К” | = ñ, 
根据 定理 9. 1.1,5` 一 V5* ERAAN E= VN 是 独立 集 。 
于 是 
|Š ` | = И — 5° | = р — а 2 В, 
和 
IK'| = У-К | =2-& < a, 
于 是 我 们 有 
% + Ë, = p E" 


9.2 项 点 着 色 


ЖХ 9.21 用 种 颜色 对 图 G 的 顶点 进行 着 色 , 且 没 
有 相 异 的 邻接 顶点 闪 相 同 的 颜色 , 则 称 为 G 的 一 个 顶点 着 
色 (n-vertex colouring) 。 

п АВЕ и. 

ЕХ 9.2.2 使 图 G 为- 着色 的 最 小 数值 称 为 G 的 色 
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数 Cchromatic number) , 记 作 7(С)„ # xO =n, С Ж п-, 
Ё] (л-соіоитіпр). 

9. 2-1 给 出 一 个 3- 
ан, # 12 И titz 
和 cs 代表 三 种 不 同 的 颜 “ “ 
色 。 图 9. 2-1 所 示 的 图 也 
是 3- 色 的 ,也 就 是 说 图 С 
的 色 数 为 3, 即 ХСС) =3, 

显然 ,具有 任何 一 种 
相同 颜色 的 所 有 的 顶点 的 
集 是 独立 的 .因此 ,图 G 的 | 
一 个 nr 着色 是 把 V(G) 分 moz 
成 二 个 (可 能 有 衬 的 ) 独 立 集 的 一 个 分 划 (V，Y:…'V)。 据 
此 ,下 面 的 定理 是 显然 的 。 

定理 9.2.1 图 G 是 2- 色 的 当 且 仅 当 G 是 二 部 图 。 

定理 9.2.2 对 任意 图 G, 有 

yG) < A+1 
其 中 心 为 如 中 项 点 的 最 大 度 。 

[证 明 ] 用 归纳 法 。 УС) |= р. 显然, 当 р=1 时 ,4 
二 0,XtG) 二 1。 定 理 成 立 。 

假设 定理 对 顶点 个 数 志 pp 一 1 时 成 立 。 

Шо G 的 任 一 顶点 ,由 ВИ О-о 1, 
其 中 д, 为 主子 图 G 一 v BIR ASW KEE, PR АА, ВОН 
XG- vV = A+ 1 
用 4 十 1 种 颜色 对 G 一 v 着 色 。 设 与 v 邻接 的 顶点 是 Oa 50, 
С: осуз" эб» 表示 顶点 Vig Uiz s """ 1 Dir 所 着 的 颜色 。 因 
IRLARA A+ 1 种 颜色 中 必然 可 以 找到 一 种 颜色 сн. 
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(сьс; ў 1,2,6.) „о Зр, c+1。 于 是 定理 得 证 。 E 

ЖХ 9.2.3 НЕСЕТ, 

ХНУ = Х(С) 

则 称 图 С 是 临界 的 (critical) ,如 果 G 既是 六 色 的 又 是 临界 的 ， 
МКС 是 二 临界 的 。 

定理 9.2.3 Сп, Ш 2220—1085 С 的 顶 
点 的 最 小 度 ) 。 

[证 明 ] ЖС 是 一 个 -临界 图 ,而 5<<n 一 1, 又 设 deg(v) 
一 8。 由 于 G 是 临界 的 ,所 以 G 一 wv 是 (n 一 1)- 着 色 的 。 设 
(VV, V. k: Со 的 一 个 (n 一 1)- 着 色 。 由 deg (o) =ë 
ЖЯ,» ÆG 中 与 6 个 顶点 邻接 (6<n 一 1), 从 而 wv 必然 在 G 中 
5354 V, 的 所 有 杭 点 都 不 邻接 。 由 此 推 得 (Vy,V,… ,VU 
{©}, е, V.) G р—4-(я—1)-#(,.ХЕ{ ЭРЕ. В 

推论 9. 2. 1 TEMENDA a ERDF n— 1 的 
顶点 。 | 
[证 明 ] RG &—t nf Bl, ЖН H E G Bj №» 
临界 子 图 。 由 定理 9. 2.3, Н НУЛИ H ЕЖА 
-LARE G ЖА a—1, HT H Erat, В 
EZA n TAS. в 

设 u,v 是 图 G (的 不 邻接 的 两 个 顶点 ,用 С: ко RRE изо 
收缩 成 一 个 顶点 =. FEG 中 凡是 与 uo 关联 的 边 均 使 之 与 
关联 。 

9. 2-2 中 给 出 СЖ Guo 的 图 形 。 

定理 9.2.4 设 wv 是 图 G 的 两 个 不 邻接 的 顶点 , 则 

XG) = min{ XG + uw) ,Х(С:ио)} 
[证 明 ] 设 k=x(G), 对 图 GG 的 所 有 顶点 着 色 ,那么 顶点 
uv 或 是 有 相同 颜色 ,或 是 有 不 同 的 颜色 
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v vz Z= тт: 
vz 


Ve vs v GG vw; 
图 9. 2-2 . 


车 u,v 有 不 问 的 颜色 。 则 种 颜色 足以 使 图 G 十 uv 的 相 

邻 顶 点 有 不 同 的 频 色 , 故 

X(G) > X(G + uv) ` 
Фи, ЖАН. МЕН te, E DL E С: uo 相 邻 顶 点 有 
不 同 的 颜色 , 故 

x(G) 2 ЖС: ш) 
于 是 

YO) > miní(X(G + uv), ХС : ао) } (9. 2-1) 
另 一 方面 , 119 

x(G) < X(G + wv) 

x(G) = ХСС з шр) 
于 是 | . 
ХС) < min(y(G + wu), ХСС : uv)} (9.2-2) 
Щ (9. 2-1) 和 (9. 2-2) EAA. В 

定理 9. 2. 4 给 出 求 图 G 的 色 数 的 一 种 方法 。 

设 u,v ЕР G 的 不 邻接 的 两 个 顶点 。xvo 有 相同 颜色 的 
的 着 色 给 出 : ww 的 一 个 着 色 ;u,v 有 不 同 颜色 的 G 的 着 
色 给 出 G 十 wv 19 一 个 着 色 。 将 这 两 种 这 程 重复 进行 ,直到 所 
得 到 的 图 是 完全 图 为 目 。 若 所 得 到 的 完全 几 中 最 小 的 是 天 
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ШС) =r., 
例 9.2.1 图 9.2-3 所 示 的 图 G, 色 过 收缩 和 加 边 , 最 后 得 到 K, F 
EG 是 3- 色 的 。 г: а. Е =) а, 色 ,顶点 bse 着 а; 色 ,顶点 c # а; 色 。 


4 > | d a, Ó 
a и М. 
е € e с 
aid b 
d b N 
. 
c P<] [Бе] £ 
d tb ad b ad г.р 
d È f 
К, К, К, к. 
图 9. 2-3 
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9.3 边 着 色 


定义 9.3.1 对 图 G 的 边 进行 着 色 , 且 相 邻 的 边 没 有 相 
同 的 颜色 , 称 为 G 的 一 个 边 基色 。 

一 个 rf- 边 着 色 是 用 x 种 颜色 的 一 个 着 色 。 

定义 9.3.2 使 图 G 为 x- 边 着 色 的 最 小 的 n, 称 为 G 的 
边 色 数 , 记 作 (7)。 

分 别 用 Circ 663 和 c, 
表示 四 种 不 局 的 颜色 ,图 
9. 3-1 给 出 图 G 的 一 个 二 
边 着 色 , 而 且 4 全 所 示 图 
的 边 着 色 的 最 小 数目 , 故 
MX GD) 一 4。 

一 个 x 着 色 可 以 看 作 
АЖЕН СЕ. 
Е, "т", БӘ, ОЧ! Е, ( R] ВВ 
是 空 的 ) 表 示 有 相同 颜色 图 9 3 
的 一 个 匹配 。 类 似 地 ,每 一 个 边 集 五 的 分 划 (Es Ez,** ,EF,), 
Eh Е, 为 匹配 , 那么 这 个 划分 对 应 的 圈 的 一 个 六 边 着 色 。 

困 为 与 任何 一 个 顶点 关联 的 各 条 边 必 须 着 以 不 同 的 颜 
色 , 所 以 对 边 着 色 , 有 


ХОРА (9. 3-1) 
ЕВА F.z (С) A REX ЖЕЛПИ ТН 
定理 9.3.1 设 G 是 二 部 图 , 则 有 

ХС) = А 
[证 明 ] 由 定理 8. 2.4, 有 


. 154 * 


XOSA 
Х (9. 3-1) 式 ,我 们 有 
MGJ)=4 I 
对 边 着 色 癌 是 我 们 不 再 做 进一步 的 讨论 了 ， 


9.4 色 和 多项式 


我 们 知道 ,图 G 的 色 数 是 对 G 的 顶点 进行 着 色 所 需要 的 
最 少 的 颜色 的 数 i .如 果 颜 色 的 数目 比 色 数 大 ,自然 可 以 对 顶 
点 着 色 , 而 且 着 色 的 方法 不 止 一 种 。 

ЖХ 9.4.1 图 G 的 一 个 用 :种 或 不 到 :种 颜色 的 善 色 ， 
叫做 G 的 一 个 至 多 ВМ, 

ЕСИ Е: 色 的 着 色 中 ,如 果 G 的 所 有 顶点 中 到 
少 有 一 个 顶点 被 兽 以 不 间 的 颜色 , 则 认为 这 两 个 至 多 i 色 的 


”着色 是 不 同 的 。 


定义 9.4.2 图 G 的 不 同 的 至 多 : 色 的 着 色 的 数目 , 称 
为 图 G HESH chromatic polynomeals) ‚ИМЕ С.Ю. 

BRE XG, (С=О, (С ):>0 的 最 小 的 
是 G 的 色 数 。 | | 

т 是 i 种 颜色 对 图 G 的 顶点 进行 着 色 的 不 同方 案 数 。 
用 гс Е ЧИ G 进行 着 色 ,每 取 ; 种 颜色 时 ,共有 x 


[中 种 不 同 的 方案 FERNE 


/(G,t) = m| | + ml >] + * + "| | 


t 
P 
КРЕСЛА). 
Вр 
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ИС» = mit + а — 1) + г — 1)G — 2) + 


Hip 


+ аа 109 — 00-а B+) 09.4) 
MRO. 4-1) 知 ,| 各 G 的 不 同 的 至 多 上 色 的 着 色 的 数目 РСС, г) 
是 + 的 一 个 多 项 作 。 


$9.41 三 所 完全 图 KK;; 有 
(Ки) = t@ — D G — 2) 

ҖАН. Ж] K, 中 的 任何 一 个 指定 的 顶点 ,可 以 用 上 种 颜色 中 的 
任何 一 种 进行 着 色 :对 K, 的 第 二 个 顶点 ,可 以 用 :一 1 种 颜色 中 的 任何 
一 种 着 色 ;第 三 个 优点 则 用 上 一 2 种 颜色 中 的 任何 一 种 着 色 。 

一 般 地 ,对 pb 完全 图 外 ,, 有 

FK у= DG 2006 pti . (9. 4-2) 
定理 9.4.1 Био 是 图 GG 中 不 邻接 的 两 个 顶点 , 则 
Ди) = f(G + ио,0) + РОС з uv,t) 09. 4-3) 
定理 9.4.1 的 证 明 与 定理 9. 2.4 的 证 明 方 法 类 似 。 
定义 9.4.3 把 图 的 一 条 边 e 删 去 并 使 它 的 两 个 端点 重 
合 , 则 称 边 e 被 收缩 (contralted) , 记 作 G + e, 
图 9. 4-1 表明 一 条 边 被 收缩 的 效果 。 
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ЖЕ 9.4.1 i% = (и.о) Є ЕСС), MJ 
SG.) = f(G – e,t) — ДС e,t) 

定理 9.4. 1 发明: 如 果 G 是 有 p 个 顶点 和 4g 条 边 的 图 , 则 
有 一 个 9 十 1 条 过 的 图 G, 二 G 十 wv(u,v 不 邻接 ) 和 一 个 有 p 一 
1 个 顶点 的 图 G, =G: uv, tË (С) = f (G, 0-С, ,0), Я 
С, #t С, 继续 用 (0， 4-3) 式 ， ,直到 只 出 现 完全 图 为 止 。 因此 可 
以 说 ,一 个 图 的 色 多 项 式 f 
(С.Р УСК, ОНА 
的 和 。 

例 9.4.2 ЖЕ 9. 4-2 所 示 的 
图 避 的 色 多 项 式 。 

连续 对 图 G 进 :f 加 边 和 收缩 
两 个 过 程 ,直到 出 起 完全 图 为 止 и 
(图 9. 4-3) 。 

于 是 ,由 定理 9. 1,1, 有 图 9.4-2 


图 9. 4-3 
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f(G,ty= К; F 3K, + К, 
= ¿(t - DG — 2)G — 3)G — 4) 
+ ara 190 — 2)G — 3) + G — 1) G — 2) 
=#- W + 188 — 202 + 8 
由 例 9. 4. 2 我 们 看 到 ,5 阶 图 G( 图 9. 4-2 所 示 的 图 ) 的 色 
多 项 式 为 一 个 5 次 多 项 式 , 首 项 为 外 ,没有 常数 项 , 正 负 号 相 
间 出 现 。 一 般 地 ,我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 9. 4.2 p 阶 图 G 的 色 多 项 式 SGO RETA., 
常数 项 为 零 ,此 外 系数 的 符号 为 正 负 相间 。 
[证 明 ] 对 边 数 9 用 归纳 法 。 显 然 , 当 g 一 0 时 ,定理 成 
立 。 这 是 因为 ,p ТАНИ АЖ г. 
假设 定理 对 少 于 g 条 边 的 图 成 立 。 
Be EGH -条 边 , 则 G 一 是 有 请 个 顶点 g 一 1 条 边 的 
图 ,G ! wuv 是 有 一 1 个 顶点 和 至 少 有 9 一 1 条 所 的 图 。 根据 归 
AERE, FEI MERR ara a, fl bi sbr rbp 
使 
КС — e,t) = — а Бар? — ++ (— 07а 
和 
JG i uvt) = bt + b,- — 
"++ С О 
根据 推论 9. 4.1. 有 
fG, D= FG - uv,t) — ДЕ иш) 


в-1 
= tt DE + 21(— Ка, + BN) 
А im 2 ` 
于 是 定理 得 证 。 E 
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9-1 设 图 G 的 色 数 为 一 X(G), 证 明 ! 图 G 至 少 有 | +) жи. 

9-2 Ш.С 中 任意 两 个 奇 圈 均 有 一 个 公共 顶点 , 则 X(G) 志 5。 

9-3 证 明 : 仅 有 的 1 临界 图 是 K RAH 2- 临 界 图 是 天: ,而 公有 
ИЗ > 3>. 

9-4 = тах), ХАУС МНЕ H Жак, 
iE8B.,y(G)<k+1, 

9-5 证 明 推 论 9..4.1。 

3-6 利用 推论 9.4, 1 证明, 车 G 是 有 pp 个 顶点 的 树 , 则 С) =t 
в—1)”*71. 

9-7 证 明 : 若 C — 4 н В.Д] РСС) = uial) 


* 159+ 


第 十 章 平 面 图 


在 许多 实际 问题 中 ,往往 涉及 到 图 的 平面 性 的 研究 , 璧 
如 , 单 面 印刷 电路 板 和 集成 电路 的 布线 问题 。 近 些 年 来 ,大 规 
模 集成 电路 的 发 展 促 进 了 图 的 平面 性 的 研究 。 

本 章 讨论 的 是 :平面 图 的 概念 , 欧 拉 公式 ,图 的 可 平面 性 ， 
平面 性 算法 和 对 贷 图 。 


10.1 平面 图 的 概念 


定义 10. 1. ! WER G 能 够 画 在 曲面 S 上 , 且 除 端点 处 
之 外 任何 两 条 过 均 不 相交 , 则 称 图 G RA embedding) H 
а 5 E. 

Emi, Н S 为 一 个 平面 时 ,我 们 有 下 面 的 定义 。 

定义 10, 1.2 ШЖ РАСТИЊА Е, ДКС E 
可 平面 图 (plantr graph), [2 2 #& À 3-8 ЕИ ЕК 29 ЕШ В 
(plane graph). 

10.1.1 5 10.1-1 所 示 的 图 С 是 一 个 可 平面 图 (10. 1-1(a))， 
图 10. 1-1( 切 所 示 乓 图 人 是 上 的 一 个 平面 嵌入 , 即 为 平面 图 。 

图 10. 1-2 所 :的 图 是 一 个 不 可 平面 图 。 

如 果 顶 点 1,2.3 表示 三 种 信 身 源 ,4,5,6 ЖЕН. ВТ 
器 件 均 需 要 三 种 信和 丑 狐 ,但 三 个 器 件 之 间 不 能 互相 连接 ,这 种 要 求 在 一 
个 平面 上 是 不 能 实 负 的 ,因为 在 一 个 平面 上 ,按照 上 述 要 求 最 多 只 能 布 
下 扩 条 不 相交 的 比 , 而 第 九条 线 (图 10. 1-2 中 的 虚线 } 必 将 与 其 他 八条 
线 之 一 相交 。 因 此 ,只 能 用 两 个 平面 才能 实现 所 有 九条 线 卫 不 相交 。 
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图 10.1-1 


图 10. 1-2 


下 面 的 定理 是 显然 的 。 

定理 10. 1. 1 一 个 图 是 可 平面 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 分 
支 是 可 平面 的 。 | 

定理 10. 1. 2 一 个 图 是 可 平面 的 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 
块 是 可 平面 的 。 

[证 明 ] 如 果 图 的 每 个 块 都 是 可 平面 的 ,那么 每 一 个 块 
者 可 以 画 在 平面 上 而 没有 边 相 交 ( 端 点 除外 ) ,因此 ,G 可 以 画 
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在 平面 上 且 任 意 两 条 边 除 端点 处 外 均 不 相交 ,也 就 是 图 可 以 
嵌入 在 一 个 平面 上 , 故 G 为 可 平面 的 ,反之 亦 然 。 目 

定义 10. 1. 3 平面 图 限定 的 各 个 区 域 称 为 面 (face)。 有 
界 区 域 称 为 内 部 面 ,无 界 的 区 域 称 为 外 部 面 。 

内 部 面 的 边界 是 包围 该 画 的 诸 边 所 构成 的 图 (在 电路 理 
ЮУ Я). . 

例如 。 图 10. 1-3 MRA PAHE, R RoR R, 是 内 部 
面 ,R, 是 外 部 面 . 


图 10. 1-3 


需要 指出 的 是 ,同一 个 图 的 不 同 划 法 ,它们 的 面 也 不 相 
同 。 例 如 图 10. 1-4 中 的 G, 和 G, 是 同 构 的 ,但 它们 的 面 不 相 
E. 

定义 10. 1. 4 一 个 连通 的 平面 图 与 它 所 有 的 面 称 为 一 
个 平面 地 图 (plane тар). 

平面 图 有 - :个 有 趣 的 性 质 : 对 一 个 平面 图 的 一 种 画 法 的 
任 一 内 部 面 ,总 本 以 通过 所 谓 “ 测 地 投影 ”而 变 成 外 部 面 。 

所 谓 “ 测 地 投影 "是 ;把 球 放置 在 平面 上 ,并 令 球 与 平面 的 
接触 点 为 球 的 南极 ,然后 用 直线 把 平面 的 任 一 点 了 与 球 的 北 
极 N 连接 (CN 极 作 为 投影 中 心 ), 此 直线 与 球面 的 交点 为 P 
(图 10. 1-57。 这 样 ,平面 上 的 所 有 的 点 和 球面 上 除去 N 的 所 
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有 点 建立 了 一 一 对 应 。 


图 10. 1-5 


БЕРЕ ©; 的 一 种 画 法 , 尺 是 要 改 成 外 部 面 的 任 一 内 
部 面 。 我 先 按 测 地 投影 法 把 图 С 画 到 球面 上 去 ,在 球面 上 与 RR 
对 应 的 区 域内 任职 一 点 ,把 球 转动 ,使 该 点 为 投影 中 心 ,再 把 
图 各 到 平面 上 ,那么 在 图 G КОЖЕ К 为 外 部 面 。 


. 163 • 


定义 10.1.5 设 G 为 平面 
图 .如 果 任 意 两 辣 互 不 分 接 的 顶 
点 uv ИВ СУ (u,v) 成 为 不 可 
平面 图 , 则 称 图 (; 是 最 大 可 平成 
(maximal planar graph), 

例如 ,图 10. 1-6 所 示 的 图 G 
为 一 个 最 大 可 平面 图 .图 10. 1-7 
PH АКЕ (а). УУ G 的 两 个 平 
HRA. 


图 10. 1-7 


定理 10. 1. 3 最 大 平面 图 的 任何 一 个 面 都 是 三 角形 。 

[证 明 ] 反 证 法 。 如 果 图 С 的 平面 人 符 入 至 少 有 一 个 不 是 
三 角形 , 设 它 为 v2*… w-iwm( 这 是 因为 每 个 面 的 边界 给 成 
М) B x24 为 了 方便 起 见 , 不 妨 设 n=. 

分 三 种 倩 况 : | 

D # wm 与 mm 不 邻接 。 

因为 mm т tm 为 一 内 部 面 的 边界 , 联 线 V Va 不 破坏 图 
的 平面 性 .此 与 4 是 最 大 平面 图 的 假设 蔬 盾 。 
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(2) Ë u Jj 13 邻接 。 

Я v шт. и т 构成 内 部 面 的 边界 , 边 (ol DEEE 
的 外 部 , 若 这 时 z 与 w 不 邻接 ,联接 mm 也 不 破坏 图 的 平面 
性 ,此 与 假设 矛 后 

《3) 若 Y" 与 173 Ета 与 vi 邻接 。 

由 于 оло ww 是 内 部 面 的 边界 , 故 边 (wy、wy) 和 边 Со», 
m) 都 应 在 此 面 的 外 部 ,因而 必 相 交 , 此 与 图 G 的 可 平面 性 矛 
Ж. Ш 

定理 10.1.4 顶点 数 之 4 的 最 大 平面 图 G, 其 顶点 的 最 
823. = 

[证 明 ] 设 局 为 最 大 平面 图 ,其 最 小 度 为 6,vEVCG),G 
一 v 是 一 平面 图 .在 Gv 的 一 个 面 内 。 子 图 G 一 v 的 顶点 集 
中 至 少 有 三 个 孔 点 在 面 的 边界 上 ,由 极 大 性 ,在 G Во 
与 这 些 顶 点 均 邻 接 。 于 是 对 任何 一 个 顶点 vEV(G), 有 deg 
(20223,1 

AG) = min (дев Со)) 23 8 

定义 10.1.6 ЖЕТА Н АЗЕШ и, CHNAN 
点 在 同一 个 面 的 边界 上 , 则 称 为 外 可 平面 图 (outer planar 
graph), 

图 10. 1-8 |", E С 是 一 个 外 可 平面 图 。 图 10. 1-9 (a)， 
ЕН С 的 两 NEERA., (E 10. 1-9(a) 所 示 的 图 ,其 项 


图 10. 1-8 
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点 均 在 一 个 内 部 面 中 ,图 10. 1-9( 纪 所 示 的 图 ,其 顶点 均 在 外 
Жи. 


(a) I (5) 
10. 1-9 
显然 ,一 个 图 是 外 可 平面 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 抉 是 外 可 
平面 的 。 
定义 10.1.7 一 个 外 可 平面 图 是 最 大 外 可 平面 的 , 若 不 
能 再 吉 边 而 不 失 兴 外 可 平面 性 。 
图 10. 1-10 中 给 出 有 六 个 顶点 的 三 个 最 大 外 可 平面 图 。 


SOGO 


Р 10. 1-10 


定理 10. 1.5 设 G 是 最 大 外 可 平面 图 ,有 2 之 3 个 均 在 
外 部 面 上 的 顶点 , 则 G 有 2—2 个 内 部 面 。 

[证 明 ] 显然 ,定理 对 # 一 3 时 成 立 。 假定 对 p=n E 
ERL. SGA pænt RAHM mIRE. BRG 一 定 
ТЕРНИИ o ERE, FÆ A Go 的 内 部 
ВИРТ ОБ т-—1=ял—2, m=n—l=p-2, № 
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10.2 KHAR 


ЖЗ 10.2.1 ( 欧 拉 公式 ) 设 G 是 有 个 顶点,q 条 边 和 
f 个 面 (包括 外 部 面 ) 的 连通 平面 图 , 则 
Jf+p—q=2 (10. 2-1) 
[证 明 ] 在 平面 图 G 中 增加 边 ,使 C 变 成 最 大 平面 图 。 
每 加 一 条 边 , 边 数 和 面 数 均 增加 1。 假设 增加 m ЖИ, С 变 
成 最 大 平面 图 C, . 则 @ 的 面 数 为 f 十 mx, 顶点 数 为 p, 边 数 为 
qtm, Mi 
(Рт) Бр (9 т) = РЬ р – 9 
即 在 平面 图 G 中 增加 边 后 ,数值 f 十 p 一 g 不 变 。 
在 平面 图 G 中 ,去 掉 顶 点 和 ”的 关联 集 , 即 去 掉 deg 
(v) 条 边 , 得 图 G1, 因为 去 掉 一 条 按 面 数 减 少 1 ,去掉 与 关联 
的 最 后 一 条 边 面 数 不 再 减少 。 于 是 G, 的 面 数 为 一 (дев (0) 
一 1) ,Gi 的 顶点 数 少 1, 即 为 p 一 1, 边 是 gq 一 deg(v) ,这 时 
(f — degtu) — 11: + (p — 1) — (9 — degi) = f + р —q 
这 就 是 说 ,在 图 G 中 去 掉 一 个 顶点 和 与 此 顶点 关联 的 所 
有 边 , 数 值 f 十 p- -9 不 变 。 
因为 最 大 平面 图 的 每 一 个 面 均 为 三 角形 ， 所 以 对 任 一 平 
面 图 @, 连 续 进 行 上 面 两 个 过 程 ,G 变 成 三 角形 ,而 且 G 的 f 
十 2 一 4 值 等 于 三 角形 的 了 2 一 9 值 , 对 玉 , 而 言 /+р—а=2 
十 3 一 3 一 2 ,于 是 寺 任 一 平面 图 有 
f+p—q=2 В 
Я 10.2.1 如 图 10.3-1 所 示 的 平面 图 G. 
(1) 在 图 中 增加 边 , 把 G6 变 成 最 大 平面 图 Gi,( 图 10. 2-2), 
(2) 在 G, PEDA vo Mo AKHA A. HA GA 10. 2-3), 
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G | с. . 


16. 2-1 图 10. 2-2 
(3) £ G; FH Jln ,把 G, 变 成 最 大 平面 图 G3( 图 10. 2-4). 


10. 2-3 图 10. 2-4 
(4) Ж G, 中 去 瞳 顶 点 us 和 ws 关联 的 所 有 按 ,得 图 С, СРЯ 10.25), 
(5) # G, 中 增加 边 , 把 С. 变 成 最 大 平面 图 G; (BH 10. 2-6). 


>< =) 
tri С. 


图 10. 2-5 10. 2-6 
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(6) ЖЕ G; 中 心 掉 顶点 vs 和 vs 关联 的 所 有 边 , 得 Ge( 图 10. 2-7). 
(7) 在 Gs 中 增加 边 , 把 Gs 变 成 最 大 平面 图 G1;( 图 10. 2-8), 


Є; G; 
Я 10, 2-7 Е 10. 2-8 

最 后 ,去 掉 顶 点 mw Ми 关联 的 所 有 边 ,得 一 个 三 角形 。 

公式 (10.2 1) 是 欧 拉 研 究 凸 多 面体 时 所 得 的 结论 :对 于 
一 个 有 TY 个 顶点 ,E Ж .Е 个 面 的 号 多 面体 ,有 F 十 V 一 E= 
2。 这 是 因为 ,一 个 凸 多 面体 可 在 一 个 球面 上 表示 出 来 ,其 任意 
两 边 除 疯 点 外 不 再 相交 。 在 某 一 面 里 取 一 点 ,以 此 点 为 中 心 ， 
作 测 地 投影 ,这 个 四 多 面体 可 在 平面 上 表示 出 来 ,所 得 的 将 是 
一 个 相应 的 平 二 图 。 

由 欧 拉 会 式 可 以 得 出 一 系列 推论 。 

推论 10. 2. 1 车 平面 图 G 的 每 个 面 的 边界 都 是 长 为 
的 图 , 则 

= "02 2) (10. 2-2) 


ЕФТА С.а 为 边 数 。 
[证 明 ] 设 避 有 了 个 面 ,因为 每 条 边 在 两 个 面 的 边界 
Б.Ж 


=, Ш f=% 


п 
代入 (10. 2-1) 式 ,有 
= 169 = 


+ ь-ч=2 


解 出 gs 得 
_ я(р- 2) I 
= nET =; 
推论 10.2.2 i G ЖЩ (р;>3),Ш 


9 < 3р — 6 (10. 2-3) 
CER] 由 于 最 大 平面 图 的 面 都 是 到 ,, 故 将 n= 二 3 代入 
《10.2-2) 式 ,有 


в 302) 2- 306 
因为 平面 图 的 边 数 不 大 于 最 大 平面 图 的 边 数 , 故 对 平面 图 ,有 
9=3р 6 В 
推论 10.2.3 К, 是 不 可 平面 的 。 


[证 明 ] Æ К, 是 可 平面 的 ,将 р=5,4=10 代入 (10. 2- 
3) 式 ,有 


10 委 3X5 一 6 一 9 
这 是 一 个 矛盾 , 故 К, 是 不 可 平面 的 。 目 - 
推论 10.2.4 若 平面 图 GERE KaM 
qS 2р — 4 


| (10, 2-4) 
[证 明 ] É C 的 了 个 面 分 别 是 Rl WÉ ,xn 边 形 ， 
边 形 。 国 为 G 不 分 天;, 故 


н, 22 4 G = 1,2,-.., JD 
У, 
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H (10. 2-1) 式 ,有 | 
ЗЕЛЬЯ рар + 
Вр 
4=2р 4 [Ш 
推论 10.2.5 完全 二 部 图 玉 ,,, 是 不 可 平面 的 。 
[证 明 ] FB S Kis TA Kre Ж Ks,: 是 可 平面 的 , 则 由 
(10. 2-4) 式 ,有 
9<2XxX6—4=8 
这 是 不 可 能 的 , 故 玉 :.: 是 不 可 平面 的 。 E 
_ ШК, 和 天 :在 研究 图 的 可 平面 性 的 特征 中 起 着 重要 的 
作用 。 
推论 10. 2.6 每 一 个 p 之 4 的 可 平面 图 G 至 少 有 四 个 顶 
点 的 度 不 能 超过 5, 
[证 明 ] ЖС 是 最 大 可 平面 图 。 设 至 少 # 一 3 个 顶 
点 Wua” "svp 5, 则 由 定理 10. 1. 4, 有 


A-3 
6(р — WE 2 deglu) 
=] 
= 24 — (deg(v) + deg(u,) + deg(z;)) 


< 2q — 9 = 6p — 21 
得 出 了 矛盾。 В 


10.3 ЖИ 


这 一 节 我 们 来 给 出 判定 图 的 可 平面 性 的 一 个 定理 叫做 库 
拉 图 斯 基 (Kuratowski) 定 理 。 这 个 定理 给 出 一 个 图 是 可 面 图 
的 充分 必要 条 件 ,定理 的 结果 是 非常 好 的 ,可 以 说 解决 了 平面 
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性 的 判定 同 题 。 但 是 要 用 这 个 定理 来 检查 图 的 平面 性 却 是 相 
当 困难 ,有 时 其 世 是 无 法 进行 的 。 在 下 一 节 中 我 们 将 给 出 图 的 
平面 性 算法 ， 
库 拉 图 斯 基 定 理 的 证 明 很 长 ,有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 。 
定理 10. 3. 1( 库 拉 图 斯 基 定 理 ) 一 个 图 是 可 平面 的 当 
且 仅 当 它 不 会 同 胚 于 Куй K, 的 子 图 。 
为 了 证 明定 理 10. 3. 1, 我 们 先 来 做 一 系列 的 准备 工作 ， 
定义 10.3.1! ФЕС 可 由 
图 С. 经 过 下 列 这 程 得 到 : 移 去 
边 < 一 mw 加 上 -个 新 的 顶点 
与 ms В, ИЖС, 5 G, А 
И homeomorphism), 
例如 ,图 10. 3-1 ИН С 


与 图 10. 3-2 Жл: [К АЕ, с 
ЖД ЕЕН e КОЕ Е АЯ PH 10. 3-1 
图 10. 3-2 


АРТАТ ТЕА АХ, | 
上 一 节 我 们 证 明了 Kaf К, 是 不 可 平面 的 。 因 此 ,一 个 
平面 图 必 不 包含 问 胚 于 天 ,或 K. 的 子 图 。 例 如 在 图 10. 3-3 
所 示 的 彼得 森 (Putersen) 图 中 ， 包含 一 个 同 胚 于 下 ,的 子 图 
《 见 图 10. 3-4(a) ， 为 清楚 起 见 , 把 图 10. 3-4(a) 改 画 成 图 10. 
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3-4(5) 所 示 的 图 ) ,所 以 彼得 
森 图 是 不 可 平面 时 。 

下 面 我 们 再 米 介绍 “ 片 ” 
的 概念 。 这 个 概念 不 仅 在 证 
明定 理 10. 3. 1 小 要 用 到 ,在 
讨论 图 的 平面 性 算法 时 也 要 
用 到 。 

定义 10.3.2 ЙН ЖС 
的 一 个 子 图 。 在 出 集 EG | 
E(H) 中 定义 一 个 关系 , 记 作 图 10.33 RARE 


03; (2) 
[9 10.34 АҒ 下 .的 子 图 


1° Жее ЄЕ(С)—ЕС(Н).еу,е; 由 一 条 不 在 ECR) 中 
的 边 组 成 的 链 * 相连 接 , 且 е 是 的 第 一 条 边 ,es 是 上 的 最 
后 一 条 边 ; | 

2° w 的 内 部 顶点 不 是 五 的 顶点 ; 
则 er~ez。 . 

容易 验证 , 尖 系 “一 "是 一 个 等 价 关 系 。 因 此 可 以 把 边 集 五 
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OEHR КАНЕ 5526, 


定义 10.32 H> 
系 “" 人 "确定 的 -- 个 等 价 类 
诱导 出 的 G— EC H)É + 
图 , 称 为 G h H 0 BW 
(piece), H5 H 的 公共 顶 
点 称 为 片 的 附着 点 Cver- 
tices of attachment), 

例 10.31 国 G 如 图 
10. 3-5 所 示 , 在 G 中 取 圈 C= 
Uz User, 作为 了 图 五 , 那 
么 如 中 C 的 片 有 站 个 ,它们 分 
别 是 {图 10. 3-6); 
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= 10. 3-6 


В, == {Соз эль) } 
В, 的 附着 点 是 =. 


s 


B, = {(v3,07)} 

В, 的 附着 点 是 Чи + 

B, = Галь), Соса) (Ua Us) r отв) } 
B, 的 附着 点 是 mo sso 

B, = {C0 sU), Co 608), ал 6940) л 69825) 

В, 的 附着 点 是 vsr nous. 

| TE Ее ЯВ Бб ЕЯ НЕНИЯ r PR 8 BJ Pr 1⁄4 
为 图 的 片 。 | 

АНЕЛ О r К-И АЖ ШИИ AAA -A 
ЕН К СРЯ 10. 3-7 中 的 В, 和 В:). #22 的 大 片 召 的 上 个 附着 点 
把 团 C 分 成 个 边 仆 重 的 道路 ,每 个 道路 称 为 B 的 线段 ,如 果 一 个 片 的 
所 有 附 敬 点 ,位 于 外 一 片 的 某 一 线段 中 , 则 称 这 两 个 片 不 竺 又 (non- 
overlapping, WAN. [S 10. 3-7 中 的 B, 和 Bs ЖИЛЕ. В, 和 B, ЖЖ 
Ф. 

Шш ЖЕШС 上 年 在 四 个 不 同 的 顶点 wvu ,使 得 x 各 v ЛЕН В 
附着 点 ,zw 是 片 B' 的 | 
Ен. НЩ m = 
ишн ore 的 次 序 出 现 
ЕС К.К ВЖЯ вв 
惫 的 (altermate7。 例 如， 
图 10. 3-7 P B, für 
B, ЖЕН) 

命题 10. 3, 1 #Я 
НЕЙ ШЕ 
相间 ,或 者 是 等 价 : Pr. 

[证 明 ] RARA 
已 重重 .显然 ,每 个 片 至 10. 3-7 
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FARAR. TE BB 和 B' 有 一 个 是 2- 片 , 则 它们 必然 是 相间 的 。 所 
以 我 们 假设 8 和 都 至 少 有 3 个 附着 点 。 分 两 种 情况 。 

Г Bf B O ЙИШ B' 有 一 个 附着 点 ЛЕВИНА 
附着 点 x 和 wv 之 间 АРВ Е.В Ич "ЖЕЕ В 
连接 w 和 =” 线段 上 ， 由 此 可 知 , 志 和 号 相间 。 

2” BIBE Fir k- 3. $ R24, MBA B' 是 显然 相间 。 车 
* 二 3, 则 它们 是 等 作 3-К. Ш. 

命题 10. 3. 2 苦 片 号 有 三 个 附着 点 ©з Ж оз, МЕ V (8y— V 
《C) 中 存在 一 个 项 点 и, EE B 中 有 三 条 分 别 连 接 vo 和 21 uy sva 的 
Ш Р,.Р..Р,, {689} ,Р,Ж Р, 只 有 顶点 w 是 公共 的 ( 见 图 10. 
3-8). ü 

[证 明 ] 设 P ER BEAC 内 部 不 相交 的 一 条 (wv ,ws}) 道 路 , 则 P 
至 少 有 一 个 内 部 顶点 w, 因 为 否则 片 吾 将 只 是 РПЖ о. W Q E 
B h—# (6,84 Н C 内 部 不 相交 ,并 设 wm E Q # P 上 的 第 一 个 
顶点 。 НР, wP 19 Сов ти 046, 9 Р.Р 的 (wm) 节 ,用 Р, WE Q 185 
on). В.Р PeP ИЕН, Ш 

САРША С 中 的 于 ,图 人 把 平面 分 成 两 个 区 域 ,ECG)- 
EC} 中 的 每 一 条 边 江 全 在 这 两 个 区 域 的 一 个 之 中 。 RAEC 内 的 
片 称 为 肉片 (inner piece) Ф С 的 外 部 的 片 称 为 外 片 (outer piece). 

图 10. 3-9 中 的 в, 是 内 片 ,B ЖЕ. 


[9 10.3-- : 图 10. 3-9 
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平面 图 G HAC HH B ЖЕН М Ctransíerable) ,是 指 存在 
一 个 G 的 平面 媒 入 G ERRE BEG tC 的 一 个 外 片 之 外 ,G С 
E$. FERAN G ni 做 是 由 转移 B 从 局 得 到 的 。 E 10. 3-10 表示 一 
个 片 的 转移 。 


图 10. 3-10 

命题 10.3.3 与 每 一 个 外 片 均 不 重重 的 内 片 是 可 转移 的 。 

[HEH] 设 召 是 与 每 一 个 外 片 均 不 重 登 的 内 和 片 , 那 么 召 在 C 上 的 
附着 点 全 部 位 于 忆 内 的 某 个 面 的 边界 上 ,于 是 吾 能 面 在 这 个 面 中 。 和 

全 是 10.3.4 内 ' 外 ) 片 不 重重 

[证 明 ] 用 反 证 法, 设 B 和 BB!' 是 重合 的 两 个 肉片。 由 命题 10. 3.1 
它们 是 相间 的 或 等 价 ;- 片 。 如 果 B 和 B' 是 相 僻 的 ,根据 相间 的 定义 ,在 
B 中 有 顶点 x То, Е n' h y Us e ЕП uu o, o ЗА PF HE 
EC E. 9 P R B фус, m P ВНС ,wv ЭШЕЙ, 0009 
和 CC 内 部 不 相交 。 Bl Y B fl BERAK ВИ PA PRERA 
内 部 顶点 。 同 时 ,已 和 P' 必 须 包 含 在 忆 HAME B fU BERAR’). 
#25 (Jordan) H £ € AD, G + f E FERA 5 B W Л ë 
i4 10.3-11), 


WE BA B' 是 等 价 3- 片 。 
设 它们 的 附着 点 Е vsv vs. 
由 命题 10, 3. 2, 在 B 中 存在 一 
个 顶点 ww 以 及 分 别 连 接 vw。 和 
metrus 的 三 条 道路 PiP, 
P, 153 8.Р M PARA 
公共 顶点 w。。 类 们 地 ,B' 有 一 
个 顶点 vw 以 及 分 川 连接 o, 和 
trv vs 的 三 条 半路 Pi, Pp, 


P. ff із, P. ЖИР, ЖА ` 


HMA m( 图 10. 1-12). 
P. Pr, P, 把 C 内 部 分 为 三 个 
区 域 , 而 w 必须 在 这 三 个 区 域 
之 一 的 内 部 ,由 于 只 有 顶点 


10. 3-11 


BJ 10. 3-12 
vonu 中 的 两 个 其 点 能 够 在 包含 ww 的 区 域 的 边界 上 ,我 们 可 以 根据 
对 称 性 ,假设 wm 不 在 这 个 区 域 的 边界 上 。 由 若 当 曲线 定理 ,道路 P. 必 
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RE P. P, ФС. ВАНТ ВЯ BEREH H A ЕЛ ТВ 
H. МИ. ЧАКЕ. РТК ЕФ, T | 

我 们 再 来 引进 - -个 记号 。 设 C 是 平面 图 的 一 个 图 ,给 C 规定 一 个 方 
H GERERE EO IF С 的 任何 两 个 顶点 < 和 y, 用 C[z,yj 表 示 
禄 著 C 的 逆 时 名 方向 的 一 条 Cz;y) 道 路 ,用 СОУС, ‚„Сбт.у) 
ВЕТОК СГх.у) -х,С(т,у] y C[z,y])— {1,5}, 

现在 我 们 来 证 时 定理 10.3.1. 

定理 10.3.1 的 必要 性 是 明显 的 。 下 面 用 归纳 法 证 明 充分 性 。 

设 对 于 所 有 的 边 数 小 于 m 的 图 ,定理 成 立 。 证 明 对 于 m 条 边 的 图 
ИЖ. 

用 反 证 法 。 МВС 是 非 平 面 的 。 根据 归纳 法 的 假设 易 知 ,G 是 连通 
的 不 可 分 图 , 郧 图 G 是 2 一 连通 的 。 设 。== (a,8) 是 G 的 任 一 边 ,那么 C 
=G—e 也 是 2 一 连通 的 。 这 是 因为 ,如 果 G' 是 1 一 连通 的 。 设 ” ECH 
АНН, ab СЖАЛ Ж G, M G, Pe HH G, A G, КЧ 
АЗ т, 6, h ili Сао) KARNE С. 是 可 平面 的 。 作 С, 的 
一 个 平面 向 入 ,使 (uv) 在 外 部 面 的 边界 上 ,同样 ,在 G 中 加 进 一 条 边 
G.) :得 一 可 平面 要 Gs, 作 G; 的 一 个 平面 嵌入 ,使 (ve) 在 其 外 部 面 的 
ARL. Жав 得 一 包含 G 的 平面 图 。 这 与 G 是 非 平面 图 的 很 设 巴 
R. 

我 们 来 考察 平面 2 一 连通 图 G 一 G 一 *。 设 C 是 G' 3 ab 的 一 
FB. E C 的 内 部 包含 尽 可 能 多 的 G' 中 的 边 。 

首先 ,由 于 G' 是 2 一 连通 的 ,所 以 在 字 中 C Е НОЖЕН 
咎 附着 点 .于 是 C 的 所 有 外 片 必须 是 重合 

Ф e= ta b)i 2- 片 (图 10. 3-13). НЖЖ 

一 外 片 是 天 片 ,三 -3 或 是 与 a 二 (a,5) 不 
Ван 2- 片 , 则 将 他 在 一 条 包含 a,b 而 在 
ЕИЖАННСВЕНИНЮЕС, X 
与 C 的 选择 政 盾 (| 要 10, 3-14 中 的 粗 线 表 
ЖС). 

其 次 ,由 命题 10, 3. 4, 任 何 两 个 内 片 


图 10. 3-14 

均 不 重要 ,所 以 与 (4,5} 相 间 的 某 一 片 必 须 重 权 于 某 一 外 片 ， 否则 的 话 ， 
由 命题 10. 3. 3 这 串 内 片 都 是 可 转移 的 (一 个 一 个 地 ), 并 且 得 到 G 的 一 
ЛИКА. Жа БОЛЕЕ С 的 内 部 ， 由 于 假设 G 是 非 平面 的 ,所 以 
RETTEN. EETA BES (abt, 同时 与 某 一 外 片 B' 
相间 。 

RAR B 的 附着 点 是 u sz3 外 片 B' 的 附 著 点 是 11.125 我 们 用 Uis 
ugh ЯН B ii E {ЖА Жл, 

im € Clot u € Clust), g € С(а„5), ЛЄ СФ, а) 
易 见 al 天 sa gh, ЇНЇ ө =.» =А 等 等 。 

下 面 就 内 片 /; 的 附着 点 的 不 
同情 况 进行 讨论 ， 

情形 1: ЖЕ Н a 和 и, 一 
+É Са, E— i ECE. 

这 时 假定 mm = кш = h, РЯ 
СЕТЕ К, ИА 
10. 3-15). г, 

情形 2; НИ, М и, Ж 
Сы, 

这 时 可 以 假定 二 wi С hZ 
т ЕСО, a) ;, 便 得 一 个 在 情形 1 图 10. 3-15 
PHE. AH 有 三 个 附着 点 ,根据 命题 10. 3. 2, 在 В 中 存在 一 个 
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顶点 we А ЖУ ЖЩЗ a uz ч 的 三 条 道路 ,它们 仅 有 公共 点 э. ЕЯ 
得 到 一 个 如 图 10. 5-16 的 图 。 这 个 图 包含 一 个 同 胚 于 天;.: 的 于 图 ,得 到 
ЖЖ, и 和 ws 都 在 CC(5,a) 上 时 同样 得 出 了 矛盾。 

情形 3, E ur тали: АБС u, €C C(a,b5). 

这 时 得 到 的 倩 形 如 图 10. 3-17 Им, ИИ КМ. я, 


B 10. 3-16 

情形 4, Éu :eva 一 
b, 

这 时 可 以 假定 h=w， 
5 一 zz( 若 不 然 , 将 得 到 一 个 
在 情形 1 和 情形 ; 的 图 )， 
如 果 Cw ЕЯ Ca uz) 
道路 有 一 个 以 上 的 公共 
点 ,那么 得 到 一 个 包含 同 
EF KK1.: 的 子 图 (4 10. 3- 
18), ЖЖЖ. Иа, 
ВЫ (ини, 14 
有 一 个 公共 点 ,那么 得 到 图 10. 3-18 
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一 个 包含 天; HFEA 10. 3-19) ,矛盾 。 
于 是 .所 有 可 能 级 情形 都 
GAFA. 充分 性 得 证 。 | ©, D | 


10.4 平面 性 算法 е, 


图 的 平面 性 的 研究 ， "ёё A 
曾 吸引 了 很 多 人 .加 拿 大 i 


的 W. Т. Tutte Ë: м #9 
过 这 方面 的 研究 工作 ,得 
到 的 结果 写 在 他 的 一 篇 题 
为 4 如何 画 一 个 图 的 著名 图 10. 3-19 
论文 中 。 后 来 有 作对 他 的 
算法 进行 了 改进 .提出 了 一 些 其 他 的 算法 .下 面 介 绍 的 算法 是 
Demoueron Матгапре 和 Pertuiset 在 1964 年 提出 的 。 

定义 10.4.1 设 互 是 G 的 一 个 可 平面 子 图 ,并 设 季 是 
H 的 一 个 平面 嵌入 ,8 是 GG 中 五 的 任 一 片 ,如 果 B 对 五 的 
所 有 附着 点 在 二 的 同一 个 面 的 边界 上 , 则 称 片 B 是 可 画 的 。 

例如 ,在 图 10. 4-1(a) 所 示 的 图 G 中 取 一 个 可 平面 子 图 
Н 10. 4-106), G P H ËJ Hf — T: 

В = (Guyu T) (ют), у, (ңәш), бо) } 

附着 点 是 vs ,v1;。 

可 平面 子 图 H 的 一 个 平面 嵌入 A mA 10.4-2 所 示 。 片 
B ВЗА ЕП ЁЛЕ ЕТЕ ПЭЛ УК E. ii В ЖЕЛ Нш 
的 。 

图 10. 3-5 ИЖС P H BJ В,,В,,В;,В, 都 是 可 画 
HOE H 是 圈 坊 . 它 本 身 是 一 个 平面 图 ,有 一 个 内 部 面 和 一 
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ъщ(==А) 


Us 


а) 图 10.4-1 Ф) Н 
个 外 部 面 。 各 片 的 全 部 附 
着 点 都 在 内 部 面 式 外 部 面 Р v: 
L). 
D.M. P 算法 т ө 


设 G 是 一 个 2- 连通 
图 , 按 下 殉 步 骤 可 将 一 个 
可 平面 图 嵌入 平面 , 若 算 
法 不 能 进行 到 底 . 则 G 是 
不 可 平面 的 。 H 10. 4-2 

1, 设 GG 是 心中 的 一 个 圈 ( 若 G 无 圈 , 则 GG 必 为 平面 
图 ), 求 G, 的 一 个 平面 嵌入 G. 

2. Ж E(G) -Е(С,) = Ø, ШЕЕ; E(G)— E(G,)= 
g, RH G EG 的 所 有 的 片 В. ЕАН ВЕС, 中 求 出 所 
Жа ВЕКИ W НУ, ,这 些 面 的 集合 记 作 FOB, G). 

(1) 若 存在 某 一 片 В, F(B.C,)= Z (И G, НЕЕ 
Я тина B 14 SRB ә, ТЕН BEREE H , Pš YT 
GC 是 不 可 平面 图 .算法 停止 。 
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ТЯЖКА С, 


GUP ЩЖ С, 
构成 G,+1 


ЕЕ, С) 


D.M.B ЖЕ 
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(2) FA lr В # | Е(В,б, >| =1Щ B ЖЩ f € F 
(B.G), 

(3) 车 对 每 -Н B HALF, G |2=2,Щ Н B 和 任 一 
面 fEF(B,GL), 

3. FREH B 中 取 一 连接 B 的 两 个 附着 点 的 道路 
Р. С,=6 00Р, 在 取 定 的 面 / НЕЕ Р.В С, 的 一 个 平 

ША. Gi 

4. 把 С, 换 成 С, ,重复 上 述 步骤 :如 此 进行 ,直到 对 某 个 і 

有 
| ЕСС) — ЕС) = Ø 

得 到 图 G В — + ТЛИ, 

现在 我 们 来 让 明 D. M. PP 算法 的 有 效 性 ,为 此 先 来 引进 一 个 定义 
和 证 明 一 个 有 关 凶 定理 。 

定 1.4.2 设 瑞 是 可 平面 图 GG 的 一 个 子 图 ,六 是 五 的 一 个 平 
ШЕЛ. ЛЕНЕ ERRA С. РС, и НЕ С-В, 

例如 ,图 10.4 3 ET G бу 4 RJ ЕЗЕШ РНЕ А.:—1-Ж G- 
容许 的 , 另 一 个 出 E, 

定理 10.41 ЛЕСЯ, РЕНИ BFB, R 
=@, 

[证 明 ] #7 是 G- 和 容许 的 , 则 存在 台 的 一 个 平面 内 人 С. Fc 
С. 显然 ,HH 的 片上 听 对 应 的 如 的 子 图 必然 限制 在 六 的 一 个 面 中 ,因此 
F(G(B.HB)>0, Ш 

为 了 确定 D. М. Р AERAR, ШЕЕ. E G 是 可 平面 的 , 则 
EA G I G... G, :的 每 一 项 都 是 G- 容 许 的 。 

用 归纳 法 ,假定 位 是 可 平面 的 ,显然 总 是 G- 容 许 的 。 假设 << 
<q— ptl G: ВЕ 0- 容许 的 , 则 存在 避 ЕТА G, ССС, 
5 GE СМ. 

设 B8 和 了 如 算法 中 的 第 二 步 所 定义 的 那样 ,如 果 在 避 中 ,B 画 在 f 
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6 一 不 容许 仙人 6 一 容许 做 入 


图 10. 4-3 


М.КА С BRE ДИ ВИАС, WATA R Bi # С, 的 一 个 
面 中 ,并 且 假 设 在 个 中 ,五 被 本 在 某 个 另外 的 面 Р. НАЕ 
一 个 面 中 的 片 不 存在 .因此 , 若 一 个 片 的 附着 点 限制 在 和 广 的 公共 边 
界 上 .而 另 一 个 片 没 有 有 这 一 性 质 , 则 前 一 片 对 后 一 片 而 言 ,不 会 有 前 一 
片 的 两 个 附着 点 和 vw 与 后 一 片 的 两 个 附着 点 ww 和 以 循环 次 序 и, 
wp 出 更 在 公共 边界 上 。 因 而 ,我们 可 以 越过 了 和 产 的 公共 边界 , 交 
换 片 。 这 样 得 到 G 邓 一 个 平面 杠 入 ,其 中 马 枉 在 中 (图 10.4-4), В 
Ж.С... G-S VF Ë 

例 10.4.1 НОМ. P ft JSI СОТЫ 10. 3-5) 的 平面 性 。 

19, КИС 及 (的 一 个 平面 嵌入 《图 10. 4-5)。 

17, G С, НЕСЯ 10. 3-6): 

В аль}, BP = {(бюу,ъ,)} 


11t 
B; 


II 


| тә), (15 ve) s (Ua Va) + (25 ©) } 
В" = | (ю, aU) , (т; ‚03 } т Сл ©) П С ‚05 )} 
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图 10. 4-4 


G. =ë, С,=б, 


] 4-5 图 10.4-6 
对 во. ві, BUBU, A 
КСВ? <.) = КСВ бү) = ЕВО бу = FBP ,@,) 
= (fi, fin) 

К. Bi By ВУ Ву" 都 是 可 画 的 。 取 片 BP 和 面 Л". 

1, ЖЕН В." 中 取 一 条 连接 Вр 的 两 个 附着 点 的 道路 P. ,因为 片 
RU Нл AE vv НО v 和 vs 的 只 有 一 条 边 (vsv6); 故 取 
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Pisum, В G, =G ОР, До ЕН P, ,得 G, 的 平面 嵌入 G, = 
G. С 10, 4-6). 

2, R G, Ж! G... 

2, G С, 1га В, В? во, В ЯП В, 

FY G, = ЕВО, = (f) 
В, 
ЕВ G, = (АР, Дт} 

RE BARA”. 

2, 在 片 BP 中 取 一 条 连接 Bi 的 两 个 附着 点 的 道路 Р, =v, 
Я G;=G,UP,, EE f” 中 西 出 G, 的 一 个 平面 位 入 (图 10. 4-7). 


图 10. 4-7 


3'U, 取 G fü G;. 
3'2, G rB G, BJ W Is В? ЖП Bi. pi f 
ЕВ, фу) = tfi) 
对 B; ,有 
FBP G, = (f) 
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ЖТ В! НГ. 

3, 在 片 Ао 中 到 一 条 连接 Ву" 的 两 个 附着 点 vs A o 的 道路 Р, 
= ашал, С, G, UP ЖЕШ До PE H P:i G 的 一 个 平面 嵌入 G, 
《图 10. 4-8), 


Ua 


С, 


图 10. 4-8 


4''; ЖОС, ШШ бу. 
4, GPa ËJ F 
BV = {vva)}, В" = { (ость) ), BP 
Во Bs. (ү 
F(Bi0,G,) = Е(ВУ',б,) = tfi) 
对 吾 ,, 有 . 
FO(B0:,GO = (fi) 

КН В 和 和 面 г 

4, 在 片 nt 中 取 连 接 附着 点 o, 和 四 的 道路 Р, = иль, Су 
GUP, ЖИ /,”" 中 面 出 Pi, 得 G; 的 一 个 平面 嵌入 (图 10. 4-9). 

5 J G, f Gs, 

52.6 hu, ВН В B B X В", 
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T7, 
Ыг, 
Us П 
G. 
图 10. 4-9 
FOB: G, = {ЛП} 
ўво 有 
FOP Gs) = (fs) 
R BP нал. 


5", # ВУ! 中 取 连 接 附 普 点 vu 的 道路 Ps = vv E. G, = Gs 
UPs。 在 面 f' 中 生出 Р. G 的 一 个 平面 嵌入 (图 10.4-10) 。 

6". B G, Я С.. 

6, G rB G; ТЯ В, Bi 

FBP ,Ge) = (fi) 

жн ВН Л. 

6". 在 片 BP ПОВ A wm 和 o, 的 道路 P= eno, E G, = 
GUP Е Ш / Чишш Р, G 的 一 个 平面 媒人 (图 10. 4-11) 。 

73, He G, 各 .。 

т". G rH G, BJ í JE 

BU = {али}, В = {ал} 
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vs 


Ur 
vs 


с. 


Vz 
т 


Е] 
v 
vs 
bs 
Ts 


114 
"A 
k 


图 10. 4-11 


一 7 = {ДЇ} 
171 | " 
| ( ", 7) 


Ея вт ну. 
7°. 在 片 ВФЕ Bi 的 两 个 附着 点 的 道路 Р, = оо, 8 G, 
一 CUP。 在 面 НИР, ,得 G, 的 一 个 平面 嵌入 (图 10. 4-12), 


Vy ul 
名 7 
т; 
ts W 
Gs б, 
10. 4-12 
8 Hk Ga M G, 
8'n, G dt G, Br R В”, Ві", 
ЕВ" ‚б) = {ft} 
RA Bs 和 面 Де. 


8°" ЖА ВУ ЧОЕ B 的 两 个 附着 点 的 道路 Р, = ът. BE G, 
=G UPa Ж ЛУ НИР, ВС, 的 一 个 平面 嵌入 (图 10. 4-13). 
ЯЯ ЕЦ ЕС) =Ø, ЛЫЖ, E G Ву 43. TE ET 
А. 

10.42 H D.M. P ЕЁ Petersen 图 (图 10. 4. -14)G 的 平 
ЕЎ. 

d) A G #J— С, ЕЕЕ ИЕ А. С=С, . С 10. 4-15), 
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Я 10. 4-13 


Yi 
99 | 
u т 


图 10. 4-14 | 19. 4-15 
(2) G PG, bJ r В, Е 10. 4-16 所 示 : 
对 片 B A 


F(B, ‚бу = { m fe, 
ИН В, 和 面 f. 
(3) ЕХ В, В: Rh A 73214 的 道路 Рив В G; = 
" 193 = 


G UP ЖЕ ДР, С, ETERRA GA 10. 4-17), 


图 10. 4-16 图 10. 4-17 
GD G P G: HY В, ЖП B; ИЕ 10. 4-18 所 示 ; 
АТ В, 和 Bs. 有 
КСВ,.С,) = FB, Ga) = {ДЇР} 
ЖА B, 和 面 fU. 
(5) ЕК В, r 取 连 接 附 着 点 11 和 Ve 的 道路 Рао, Cs 一 Gas 
ОР, ,在 面 ЛО ФСН Р.В С, С 10. 4-19), 


11 


Е 10. 1-18 图 10. 4-19 
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(6) GH G, МИ B,,X$ ВН 
F (B, ,Gs) 三 @ 
于 是 片 B, ИИ , 故 Peterson 图 是 不 可 平面 的 。 


10.5 对 @ 图 


ЖЯ 10.5.1 设 G 是 平面 图 ,如 困 G 的 两 个 面 的 边界 至 
少 有 一 条 公共 边 , 则 称 这 两 个 面 是 相 邻 的 。 

EGEA р 个 顶点 ,gq 条 边 和 了 个 面 的 平面 图 , 令 避 的 了 
个 面 为 S ,5:，eAyv。 

2% 10.5.2 在 图 G 的 每 个 面 S, 中 放置 一 个 顶点 忌 ; 如 
果 5; 和 S; HB. ШЕ Со; o) ЕЕ Ve 和 vp EESE S; S; 
的 公共 边 只 相交 -W Ok Pr Соо) 55 BT AH 32 09 Я xt 5 
边 ), 且 与 G 的 其 他 边界 无 交点 ,这 样 得 到 的 图 G' 称 为 G 的 
对 偶 图 (ача! graph), ， 

显然 ,G 的 对 侦 图 G* 有 个 顶点 和 4 条 边 。 

例 10.5.1 19 10.5-1 所 示 的 平面 图 G( 图 中 实 线 ? 的 四 个 面 中 ， 
分 别 放置 4 个 顶点 лили, Ел 和 vw 与 边 c 相交 4w 和 ws 分别 
Ба, 相交 ;连接 vw. 和 ws 分别 与 de 相交 ;连接 vs 和 vw ЧУА 相交 1 与 
边 Р.в НН В nv) ,这 样 得 到 图 G' СЕ 10. 5-1 中 的 虚线 ?是 Ç 
的 对 偶 图 。 

PRECE OHAR WG 也 是 G НЕЕ. 

定理 10.5.1 平面 图 所 的 对 偶 图 是 连通 的 。 

[证 明 ] aG EIEH Z E, EC PERMANA 
v 和 wi( 它 们 分 别 在 G ЁШ 5, 和 S; 中 )。 因 为 G 中 的 顶点 数 
是 有 限 的 ,我 们 1 以 在 平面 Z 上 画 一 条 从 到 vw 的 边 e, 使 e 
不 经 过 G 中 的 任何 项 点. 设 如 中 与 e 相交 的 边 是 ee, ss ,er。 
* С’ 中 和 Фу + "^^ л 相对 应 的 边 е sez Li TA 组 成 的 子 图 
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A 10. 5-1 
g. НУШе 一 - М-Н о, RAAHE 
边 可 能 重复 ,但 时 ,显然 在 子 图 z 中 顶点 o Но 间 有 一 条 
道路 ,由 于 这 对 (2* 中 的 任意 两 个 顶点 均 成 立 , 故 G' J PE Ë 
的 。 Ш 

定理 10.5.2 RG ÆG 的 对 侦 图 , 则 G 中 的 圈 对 应 G° 
中 的 割 集 ; 反 之 ,(; PHARE G FHA. 

[证 明 ] B SSS, E G PE C= eere, 内 部 包 
ВТЕ, ооо o, ЯЕ 5, C М esee 
EGRE esere, 对 应 的 边 。 令 VV, 一 {vi u; еә, Y, WJ 
Ж ene, es 可 以 写成 EV, XV DAER, 

EOV, X V,) = {ерер el) 
ШЖ ЕСУ, ХУ, ) 下 是 割 集 , 而 是 割 集 的 边 不 重 并 , 则 由 边 集 瑟 
(У ХУОЖ ШЖ ЕСИ xVYD) 导 出 的 子 图 必 有 一 个 是 分 离 的 。 
下 面 我 们 来 证 明 这 是 不 可 能 的 。 因 而 边 集 ЕСУ, ХУ 
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Ж. 

їй G, ЖШ C ЖП C 内 部 的 边 所 组 成 的 子 图 ,那么 G* 中 
和 С; — (ене, › --- зе. ЖЗ ЖЕ ЕСУ, ХУ), НС, 表示 
在 G 中 把 C 土 的 边 全 部 收缩 (参见 定义 9.4. 3) 后 得 到 的 图 ， 
ПС, 的 对 偶 图 就 是 由 边 集 ECV, Xi 组 成 的 图 。 出 定理 10. 
5.1 知 ,这 个 对 个 图 是 连通 的 。 同 理 可 证 边 集 ЕСУ, ХУ ) 组 成 
的 子 图 也 是 连 途 的 。 于 是 定理 的 前 一 部 分 得 证 。 定 理 的 后 一 
部 分 的 证 明 甸 给 读者 。 目 


10.6 五 色 定 理 


在 图 论 中 ,也 是 在 数学 中 一 个 著名 的 一 直到 现在 还 没有 
解决 的 问题 就 是 所 谓 * 四 色 猜 想 ”， 

四 色 和 猜想 是 说 ,一 个 平面 地 图 只 需 用 4 种 颜色 来 着 色 ,就 
可 以 使 得 两 个 相 邻 的 地 区 没有 相同 的 颜色 。 每 一 个 地 区 必须 
由 一 个 单 连通 域 构 成 ,而 两 个 地 区 相 邻 是 指 它们 有 一 段 公 共 
的 边界 线 ( 而 不 公 只 有 一 个 公共 点 )。 | 

平面 地 图 的 着 色 , 是 对 G 的 每 一 个 面 指定 一 пиа, 
使 得 没有 两 个 相 分 的 面 有 相同 的 颜色 。 

车 平面 地 图 G 有 一 种 用 n 种 或 更 少 的 颜色 的 着 色 , 就 称 
СЕН, 

B. е, 

每 一 个 平面 地 图 是 4- 可 着 色 的 。 

四 色 猜 想 的 起 源 有 些 模糊 ,有 一 种 说 法 是 老 比 乌 斯 (Mo- 
bius) 在 1840 年 就 典 悉 这 个 问题 。 但 是 可 以 肯定 ,1850 年 格 思 
里 (Guthrie) 把 四 色 和 猜想 转告 给 德 。 摩 根 (De morgan), 
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пажа -个 至 今 仍 没有 得 到 理论 证 明 包 的 著名 数学 
难题 ,虽然 如 此 ,在 一 百年 来 试图 证 明 四 色 猜 想 的 历史 长 河中 
发 展 了 图 论 的 许 必 方面 。 

1871 年 , 肯 普 (Kempe) 给 出 了 四 色 猜 想 的 许多 错误 “证 
明 " 中 的 第 一 个 “让 明 ”。 1890 年 , 希 伍德 (Heawood) 发 现 了 它 
的 一 个 错误 ,但 是 希 伍德 指出 ,如果 把 “四 ? 换 成 “五 *, 这 个 狂 
想 就 对 了 。 

我 们 知道 ,一 -个 图 的 着 色 是 指 它 的 顶点 的 着 色 , 耐 一 个 平 
面 地 图 的 着 色 是 指 它 的 面 的 着 色 ,但 是 我 们 有 下 面 的 

命题 10. 6. 1 平面 地 图 G 是 x 可 着 色 的 与 G 是 x- 可 着 
色 的 说 法 是 等 价 的 。 

f 证 明 ] 令 必 是 G 的 对 偶 图 。 因 为 G 的 两 个 面 是 邻接 
的 当 且 仅 当 人 “的 对 应 顶点 是 邻接 的 。 所 以 由 图 G" 是 一 可 着 
色 的 ( 指 顶 点 着 色 !) 就 得 到 GG 是 #- 可 着 色 的 ( 指 面 着 色 1)。 

上 反之 ,假定 斗 面 地 图 是 二 可 着 色 的 ,而 令 H 为 任何 一 个 
可 平面 图 ,不 失 - . 般 性 ,假定 H 是 一 个 连通 的 平面 图 . 5 Ы" 
E H BP SEE, 说 且 将 五 " 画 成 它 的 每 一 个 面 正好 包含 互 的 
一 个 项 点。 在 五 "的 每 一 个 环 中 插入 一 个 新 顶点 ;这 样 ,连通 
HTE H RIAA H H H eE EERE 
Н п-н). E 

下 面 我 们 来 证 明 五 色 定 理 。 

定理 10.61 每 一 个 可 平面 图 是 5- 可 着 色 的 ， 

[证 明 ] 对 质点 个 数 用 归纳 法 。 

假定 所 有 有 p 一 1( 实 5) 个 顶点 的 可 平面 图 是 5- 可 着 色 
的 。 令 是 一 个 有 p 个 顶点 的 可 平面 图 。 由 推论 10, 2. 6 知 ， 

E 1976 年 美的 阿 普尔 (K. Appel) , BH CW. Hakan) 和 考 齐 (J. Koch) Ë 
二 人 声称 地 5 借助 于 计算 机 ,用 了 1200 个 小 时 证 明了 四 色 狂 想 。 
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G 含有 一 个 度 为 或 小 于 5 的 顶点 wm, 由 归纳 法 假设 ,G 一 m 
是 5- 可 着 色 的 。 

考虑 用 一 种 方法 指定 G 
一 vw 的 顶点 的 产 色 ,使 之 产 
生 一 个 5- 着色, 其 中 颜色 用 c, 
RRISE. E EAE, p 
Шс 确实 没有 用 于 邻接 于 vw。 
的 顶点 的 着 色 , 叫 将 w 指定 
为 cj, 就 产生 G 的 一 个 5- 着 
色 。 于 是 仅 考 虑 degzo 一 5* 而 
且 五 种 颜色 都 用 六 给 与 v。 邻 
接 的 顶点 着 色 。 必 要 时 置换 = 
颜色 的 编号 ， 使 从 *C2 Ca sC, Ж cs 着 色 的 顶点 依次 环绕 v HF 
列 , 现 在 把 与 w 邻接 的 顶点 中 用 颜色 c 着 色 的 顶点 标 以 visl 
055 10. 6-1). 

令 Сыла С- zn 的 一 个 子 图 , 它 由 用 су Ё сз 着 色 的 顶点 
ЧН. Ни Яо; 属于 Gu 不 同 的 分 支 , 则 在 Со о, 的 分 支 
中 交换 用 c, 着 色 的 顶点 和 用 с, 着 色 的 顶点 的 颜色 ,导出 G— 
mm 的 另外 一 个 5- НИ. 但 是 在 这 个 5- 着色 中 ,邻接 于 v 的 顶 
点 没有 一 个 用 ПЕ. МЫЯ с 将 vo 着 色 得 到 G 的 一 个 5 
着 色 。 

另 一 方面 ,者 wm 和 vs 属于 Gis 的 同一 分 支 , 则 在 G 中 存 
在 一 条 (wv) 道路 , 它 的 所 有 的 顶点 都 用 ci К с, НВ, (а, 
xz) 道路 与 vivovs 道路 构成 一 个 圈 , 它 把 w 包含 在 它 里 面 ,或 
者 同时 把 w 和 wv 也 包含 在 它 里 面 。 在 任何 一 种 情况 下 ,存在 
ано, ffl >, 并 目 多 部 顶点 用 c, 或 c4 着 色 的 道路 。 从 而 ,如 果 
令 Ga 记 GG 一 w 的 由 用 cs 或 cs 着色 的 顶点 导出 的 子 图 , 则 о, 
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图 10. 6-1 


Mu 属于 Gz 的 不同 的 分 支 。 于 是 ,在 Ga 的 会 有 vw， 的 分 支 中 
交换 用 c; 着 色 的 顶点 与 用 c, 着 色 的 顶点 的 颜色 ,导出 C 一 m 
的 又 一 个 5- 着 色 .其 中 没有 一 个 与 m 邻接 的 项 点 用 cs 着 色 。 
于 是 我 们 可 以 将 zw 指定 为 颜色 cs, 而 得 到 @G 的 一 个 5- 着 色 。 
8 


习 题 十 


10-1 指出 下 鹿 哪 些 是 可 平面 图 ? 哪些 是 不 可 平面 图 ?并 对 其 中 的 
可 平面 图 作出 它 的 “个 平面 府 和 人 。 


(а) Ф) (с) (а> 
le) р, (ш) о) 


题 10-1 图 
10-2 下 列 各 [名 是 否 是 最 大 可 平面 图 ? 若 不 是 , 试 在 图 中 加 边 , 使 
其 成 为 最 大 可 平面 嫩 。 = 
10-3 #IG- (V .,F)6 6 
4 < Зр — 6 
ЯФ |У | = р, El- q R| G 一 定 是 最 大 可 平面 图 吗 ? 为 什么 。 
10-4 证 明 : 
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Я 10-2 图 
(1) ЖК; 的 任 一 边 e, K;—e 是 可 平面 的 。 
(2) 对 kK; 的 任 一 边 e, K, a е 是 可 平面 的 。 
10-5 证 明 , 若 G Е ри 的 可 平面 简单 图 , 则 全 是 非 可 平面 的 。 
10-6 ”平面 图 若 和 它 的 对 偶 图 同 构 , 刚 称 图 为 让 对 偶 图 。 证 明 : 若 
сай Ну. g 二 :2p 一 2。 
10-7 РИН Еж, 
10-8 ЖРО. М.г 作法 验证 天 ,3 和 KKs 是 不 可 平面 的 。 
10-9 证 明 ,每 一 个 可 平面 图 是 6 一 可 着 色 的 。 
10-10 证 明 ; 无 制 边 的 平面 迷 通 图 G 是 2 一 面 可 着色 的 当 且 仅 当 
避 是 连通 欧 拉 图 。 
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第 十 一- 章 “ 最 短 道路 与 最 小 树 


实际 生活 站 ,经常 遇 到 各 种 各 样 的 图 ,诸如 交通 运输 图 ， 
线路 图 ,工序 流 浅 图 等 等 。 在 这 些 图 中 ,常常 要 考 起 所 谓 最 短 
道路 问题 最短 道 路 和 最 小 树 是 图 论 应 用 中 的 基本 问题 之 一 。 
本 章 讨论 两 类 披 短 道路 问题 ,最 小 树 问 题 ,本章 还 将 讨论 道路 
的 集合 与 最 优化 问题 。 


11.1 道路 集合 


本 节 讨论 如 何 求 出 图 G 中 某 两 个 项 点 间 的 所 有 道路 。 
定义 11.1.1 设 4 是 一 个 以 集合 为 元 察 的 集合 ,如 果 
1. А 中 ЕН K tamil @1 а“ "0,5 
2. 对 任意 ВЕ АСВ, =1,2,-.- ЕЛ а, 
使 a C 8, Ш аа,, ‚а, 是 4 的 最 小 化 集合 (minimi zing 
set) И) та аа, ya。 
假设 A= aoa a). ПТ РРР mind: 
依次 考察 G=1,2,-- n), E 4 中 是 否 有 一 个 异 于 上 使 
得 «Са, (ТЎН F а 去 掉 2 否则 把 а; 留 下 ;这 样 最 后 
留 下 的 那些 a 就 是 min4. 这 种 求 min4 的 运算 称 为 最 小 化 运 
算 (minimizing operate), 
例 11.1.1 (ЕРУ 11. 1-1 所 示 的 图 的 所 有 圈 和 环 路 的 集合 
С 11. 1-2), 
由 图 11. 1-2 `ñ 
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(E) = {iab}, {esd}. iarcse}, 
isese}, {bda t ad е). © 
{1.6.6} } 

HAEREA iabe d ЖЕН 
集 {a.58 HBP {abed ab} ЖЕҢЕ} 
PHE iadd) Н 

пип{Е} = {iab} edly tacre}, 

人 二 ee в.а el ud ,el} 


3 3 
4 а 
Z № М. РА 
1 2 п 
Е, Е, Е, 7 E, 
ИХ /N Zx | 
с 
Е, Ва Е, 


图 11. \-2 
定理 11.1.1 i IE) RE G WJ Pr Н БИЛИУИ E 
ORR G 的 所 有 区 和 空 集 的 集合 , {Mi} 表 示 所 有 只 有 wv 和 
т, 芍 度 为 奇数 的 图 的 集合 , {Py} 表示 所 有 (Ci, 门道 路 的 集合 ， 
则 有 


图 11. 1-1 


min{£} = {С},ютш{М»„} = {Py} 
DEH] 先 证 六 一 个 等 式 , 因 为 { 五 } 由 图 的 所 有 畦 种 环 
路 及 空 集 组 成 , 若 КЄ (Е ССС 的 边 不 重 并 ， 
由 于 图 С, ВЕЕР, LA C,C E, ЕЖ min (E) É) 
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过 程 中 Е, 将 被 删 去 。 又 畦 中 的 任 一 真子 图 不 会 是 圈 , 这 就 是 
说 , 任 一 图 在 发 min {EE} 时 都 不 能 被 删 去 ， 因此 ,min (Е) = 
{С}. 

现 证 第 二 个 等 式 。 设 M, 是 以 i, 为 端点 的 除 i,j 外 顶点 
的 度 均 为 偶数 的 图 , 即 ME {Mi) ,那么 М, 是 一 条 道路 Р 
一 条 道路 和 欧 拉 图 的 边 不 重 并 ,如 果 是 后 者 , 则 在 求 min 
{M1 的 过 程 中 将 被 可 去 , 故 {M,} 是 道路 的 集合 。 下 面 证 明 
тіп М, AG ЭЙЕ. ВИ P,P 是 两 条 (i, 站 道路 , 则 
Р.Р", W КЕЕ, ШШ Ж Р%СР,ЖЁ 2, P. DP”, CP: fH 
道路 的 子 图 不 订 能 是 圈 或 环 上 路 。 因此 ,PPi;。 ЦЕ Чч P£ 
Р", 这 就 是 说 ,在 求 min (М, hE HE —4 С, IM ES EE 
不 可 能 被 删 去 . g 

定理 11.1.2 РЕ (Pa W 

min{P DB EE € (E)) = {Py} 

[证 明 ] ”村 任意 的 PE {Pih НЕ 3.1. 3, POP 是 一 

个 环 路 , 即 POPE {Е}, FE 
P, GQ (P, ФР) = (P, ФР.) @ P = P 

XT ER At РФР 形成 的 环 路 ,在 求 最 小 化 集合 时 将 
被 删 去 , 故 有 


тін{Р,ФЕ;ЕЄ (Е}} = (P) E 
定理 11. 1.2 表明 ,只 要求 出 图 G 的 全 部 圈 和 环 路 ,就 可 
以 求 出 任意 两 个 顶点 之 间 的 全 部 道路 。 


开关 理论 外 道路 集合 的 一 个 应 用 领域 , 若 茶 一 个 图 表示 
一 开关 网 络 , 其 中 每 一 条 边 表示 一 个 开关 变量 ， 从 项 点: 到 项 
点 的 一 个 开交 函数 可 表示 成 


Е, 一 >, 道路 P. E 


СА 
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其 中 >) 表示 所 有 i,j 间 道 路 的 环 和 ,道路 Р, 积 是 与 P, 中 


相关 联 的 所 有 开关 变量 的 乘积 。 因 此, 如果 我 们 知道 了 所 有 的 
G. DIREK , РК F; 

5 11.1.2 PH 11. 1-3 38 
ЖЕЗ 6. ЕЧ abes 
duerf g 是 开关 变量 , 求 Fu 

我 们 先 来 求 4 五 } 

Ж-Е Т = (a, b. 
г. 7} РЖ 

С, = {acd}. 
С, = ца, Ве. ， 
С, = (e, Л. 
作 环 和 : 
C, = С, ФС, = {d,e} 
С, = С, ФС, = (ud, fog) m 11.1-3 
С, = С, © Cilada Р.к) 
С, = С, © С, ФС. = (b,c.d,e, fg} 
RUD P= ub) WA 
{Р.Ф С,1 = 1,2, ,7} 
= ((a,b) € Ф. (а,Ь) G) C, , lab) Ф C, , (а,Ь) ФС,, 
(a,b) ФС. Cab) ФС, а,А)С,, (a,h) @ C,) 
= {(а,5), db icre), abc fg), Ca, d,e) 
{Bd fg) Ce, f,g).(a,c,d,e, fogd) 


由 定理 11.1.2., (I 
{pu’: = min{P, Ü C; = 1,2,7} 
= {ab ere), (crd, b), larde) (e, f 8), 
G@,4,f.g)). 
于 是 


Ги = ab + се + бєй + аа + efg + bd fg. 
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11.2 最 短 道路 


定义 11.2.1 设 图 G=(V,E), 对 的 每 一 条 边 (vw,v))， 
相应 地 有 一 个 数 1 (ооо) СЕЗСЕ Ср PA 1 Со, о,) ИЯ 
(weight), G 连同 在 它 边 上 的 权 称 为 赋 权 图 (weighted graph). 

ЖХ 11.2.2 j H JW EJ G 8 T E] HHR. EEH 
一 条 边 的 权 的 种。 

ГЕИ, ,在 赋 权 图 中 ,一 条 边 的 权 也 说 成 是 它 
HE. HEX 11. 2.2,G 中 一 条 道路 py 一 wi varo 的 长 是 
н 上 所 有 长 的 和 , 即 


#-—1 
У, irt) 


ERRE FAE УҢ w( 称 为 始点 ) 及 顶点 v;( 称 为 
终点 )。 所 谓 最 敌 道 路 问题 就 是 在 (vi,wvj) 道 路 集合 {Py} 中 , 寻 
求 长 为 最 小 的 首 路 ,这 样 的 道路 称 为 从 v 到 о, 的 最 短 道路 。 
从 vi 到 的 最 畴 道路 的 长 记 作 dCv,v))。 

最 短 道路 向 题 可 以 直接 应 用 于 生产 实际 .例如 ,各 种 管道 
的 铺设 ,线路 的 安排 ,输送 网 络 最 小 费用 流 问 题 等 等 ,近年 来 
也 有 人 把 最 短 近 路 问题 应 用 于 解 整 数 规则 及 某 些 特殊 动态 规 
划 问 题 中 。 血 如 ,和 曾 有 人 考虑 过 这 样 一 个 阿 题 : 甲 地 至 乙 地 约 
有 100 公里 ,要 在 两 地 之 间 铺 设 煤 气管 道 .将 两 地 之 间 的 长 方 
形 地 区 划分 为 格子 点 , 横 的 10 В, НИ 24 8,36 11х25= 
275 个 格子 点 。 每 横 和 让 或 直 段 是 4 公里 长 , 斜 段 是 4 V2 公 
里 。 从 一 点 至 邻近 格子 点 的 费 预先 估计 出 来 . 这 是 根据 地 形 、 
土壤 .是 否 通过 江河 . 泥 塘 、. 农 田 , 村 庄 , 郊 区 、 城 镇 .公路 .铁路 
等 各 种 情况 估计 的 。 这 样 就 有 了 铺设 管道 的 造价 妨 , 求 由 甲 至 
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乙 经 过 哪些 格子 让 来 铺设 管道 使 总 的 造价 最 小 。 这 就 是 用 最 
短 道路 问题 解决 动态 规划 的 一 个 例子 。 | 

我 们 要 指出 ,问题 中 所 说 的 “长 "( 即 权 ) 具 有 广泛 意义 , 比 
如 ,在 输送 网 络 中 ,从 о 输送 一 个 单位 的 物质 到 vj, 若 “长 ”是 
指 通常 意义 下 的 中 高 , 则 最 知道 路 就 是 使 运输 距离 最 短 的 运 
输 路 线 ; 若 "长 "表示 时 间 , 最 短 道路 就 是 运输 时 间 最 短 的 路 
线 ;也 可 以 代表 费 必 等 等 。 | 

我 们 介绍 两 类 最 短 道路 问题 的 算法 。 

在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 假定 边 的 长 之 0, 如 果 顶 点 wv 与 
u RPE MWG 4 = 十 ce( 在 实际 计算 中 ,下 用 任 一 足够 大 的 
数 代 替 ) ,又 对 图 中 每 个 顶点 , 令 L=0. 

第 一 类 问题 

从 一 个 始点 到 一 个 终点 wx 的 最 短 道 路 。 

目前 公认 的 紫 好 算法 是 由 得 克 斯 特 拉 ( 下 . W. Dijnstra) 于 
1959 年 提出 的 , 它 不 仅 求 出 从 vw 到 о, 的 最 短 道路 ,最 后 所 得 
到 的 实际 上 是 从 с. 到 各 顶点 的 最 短 道路 。 

KARKEA сс 的 每 一 个 顶点 记 一 个 数 ( 称 为 标号 ) 一 临 
时 标号 (简称 T 系 续 ) 或 者 固定 标号 (简称 P 标 号 )。 ТБ 
示 从 始点 到 这 一 点 的 最 短 道路 长 的 上 界 ;P 标号 则 是 从 始点 
到 这 一 点 的 最 短 刘 路 长 。 每 一 步 把 某 个 点 的 工 标 号 改变 为 P 
标号 。 这样, 一 旦 党 点 得 到 已 标号 ,算法 停止 。 若 寻求 从 始点 
到 每 一 点 的 最 短 道路 ,出 最 多 经 过 N— 1 ИЖЕ IE (N ЕС 
的 顶点 数 ) 。 

Dijkstra 算法 的 步骤 : 

(1) 给 始点 + ЖЕР5 40) =0, 给 其 他 各 点 标 上 T 
标号 d(u,) = 1,0 = 2,31. М) 

(2) ERA T ЕЕ НИҢ ЛУ ВЯ 460) =k Йй 
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把 点 wv 的 工 标号 改 为 P 标 号 。 
(3) 重新 计算 具有 了 标号 的 其 他 各 点 的 全 标号 : 选 点 w 
É T WE dawo dloo) +1. РНЕ o, 的 新 的 了 标 
号 。 
一 般 地 , 设 P= {v; lo; 具有 PRS) T= tule RET 标 
号 | VPO 为 图 G 的 项 点 集合 )。 令 
div) = min(d(o;)) | (11.2-1) 


为 点 的 了 标号 .于 是 wwEP。 ЗЕ TN tB о, ИТ Е 
为 
min{d(v,),d (wv) + ly) 

(4) М ГАЯ, НЯ u, € P ХАНЬ о 到 vy 
的 最 短 道路 长 . 

如 果 间 题 (要求 从 vw 到 ом 的 最 短 道路 ,那么 在 编制 程 
序 时 ,可 安排 停机 ,一 般 会 缩短 时 间 , 或 者 |P| 二 N 一 1, 这 时 ， 
求 得 从 o 到 每 -点 的 最 短 道路 长 ， 

算法 的 正德 性 是 显然 的 。 因 为 在 任 一 步 , 设 PP 中 每 一 点 
的 PREA o 到 该 点 的 最 短 道路 的 长 (开始 P= {wv},d 
《v1) 王 0, 这 个 假设 显然 是 对 的 ), 那 么 只 要 说 明 (11. 2-1) 式 a 
СЕЗ n 到 wi 的 最 短 道路 长 就 行 了 。 事 实 上 , 任 一 条 从 
v F о, 的 道路 . 若 通 过 全 的 第 一 个 点 是 v M o=o 的 话 ， 
由 于 所 有 边 长 为 非 负 , 则 这 种 道路 的 长 不 会 比 ie) 小。 

在 编制 计 和 机 程序 时 ,也 可 以 把 开始 各 点 的 卫 标 号 为 
+оо, 

#1 11.21 11. 2-1 ЯРА САША v P о, 
жй. 

(1) 如 图 11, 2-2 所 示 , 给 顶点 四 标 上 了 标 导 ,并 用 方 框框 起 来 ,与 
z 邻接 的 各 顶点 co, u 的 了 标号 分 别 是 2,8;1, 其 余 顶 点 的 工 标 号 
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d(v,) = 0 
dv 一 十 co j 一 cv,N 


对 (vi) єт 
dix = ища (9 См) ,d(v,) 16) 


S=min(d(v0) 
p 记 入 取 最 小 值 的 第 一 个 下 标 i 


打印 d(v;) 
ү=п |" М 
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图 11. 2-1 


图 11. 2-2 
《2) 如 图 11.2:3 т. MA v 的 了 标号 是 所 有 了 标号 中 最 小 的 ， 
把 mw 的 了 标号 改 泳 己 标 号 并 且 方 棋 杠 起 来 ,把 与 顶点 w 邻接 的 顶点 
mm 的 了 标号 改 为 10 一 min{co ,1 十 9} ,其 祭 顶 点 顶点 的 了 标号 不 动 。 
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(3) 如 图 11. 2-4 ИЖ, ОЖ o 的 了 标号 是 所 有 了 标号 中 最 小 者 ， 
о. 的 了 标号 改 为 二 标号 ,并 用 方 框框 起 来 ,把 与 w 邻接 的 顶点 vs 的 
T 标号 改 为 3 一 minf: .2 十 1} ,其 余 顶 点 的 工 标号 不 变 。 


` 图 11.2-4 
(4) 如 图 11. 2-5 所 示 。 把 顶点 о, 的 了 标号 改 为 P 标 号 ,用 方 框框 
起 来 。 把 与 顶点 w UR ve 和 v 的 了 标号 改 成 6 和 5, 其 余 顶 点 的 了 
标号 不 变 。 


图 11. 2-5 

(5) 如 图 11. 2-5 所 示 ,把 顶点 v 的 了 标号 改 为 已 标号 ,并 用 方 杠 
框 起 来 。 把 与 ve 分 控 的 顶点 v 和 vn 的 工 标号 改 成 12 和 14, 其 余 顶 点 
的 了 工 标号 不 变 。 

(6) 如 图 11.2-; 所 示 , 把 顶点 v 的 了 标 导 改 成 已 标号 ,用 方 框框 
起 来 。 顶 点 m 的 了 慰 号 改 成 7。 

(7) 如 图 11.2-5 所 示 , 项 点 ъъ 的 工 标 号 改变 P 标号 ,用 方 框框 起 
来 ,顶点 о 标号 改 成 9。 
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图 11. 2-8 


(8) 如 图 11. 2-9 所 示 。 项 点 mm 的 了 标号 改 成 王 标 号 ,用 方 框框 起 
来 ,顶点 wo 的 开标 号 改 成 10。 
(9) 如 图 11.2-10 所 示 ,。 顶 点 mo 的 全 标号 改 成 王 标 号 ,用 方 框框 起 
来 , Мот НВ 1150 的 人 标号 改 成 尸 标 号 ,用 方 框框 起 来 。 
. 212 < А 


. 11. 2-9 
最 后 顶点 wil 改 成 13 ,用 方 框框 起 来 ,算法 停止 。 


图 11.2-10 

НЯ 11. 2-10 FJ Ht, Á z, 到 о, озн, зоот ААТА Dio > 011 7 МА 
ВЗИР 2,7,1,3,6,9,5,11,10,13, M 11. 2-10 中 的 租 线 
MA э 到 顶点 о. PE SR pa, К 13, 

第 二 类 问题 

图 中 任意 两 个 顶点 间 的 最 短 道路 。 

下 面 介 绍 的 条 法 是 R. W. Flogd АН, А DO” = Gy tB 
发 ,依次 构造 出 N 个 矩阵 ро, ро... Do ,第 下 个 矩阵 
р = (аул Ж dt 表示 从 上 到 而 中 间 顶 点 仪 属于 v 
Э] о, 的 二 个 点 的 所 有 道路 中 的 最 短 道路 长 。 

已 知 De =- (29-0), B k TER ро — ах 
F: 
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аў = тіп(499,48-9 + 4879} 
运算 过 程 从 = ! 开始 ,让 i,j ЛО 1 到 N 的 所 有 值 ， 
然 上 增加 1, 反 复 进行 ,直到 = 时 终止 。 这 时 D= (а) 
ЛЖ IPREN о, S| о, 的 最 短 道路 长 。 
11.2.2 RE 11.2-11 所 示 的 图 G 中 任务 两 顶点 的 最 得 道路 
长 。 
НО 11.2-11 l 


0 1 oo 2 oo æ 
1 0 3 4 со со 
De... у = ° 3 0 1 2 2 
2 4 1 0 3 =° 
= о 2 3 0 2 
со о 2 æ 2 0 
fk R. W. Flogd 算法 有 ， 
ар=0. 40-1, Чо, 2р2, di =o, Ч 
ар=1, dB =0, йр=з. рез, а=, @рего 
оо, йы =3, йр=о, @р=1. ар=2, d=? 
d=2, di} =3, di} =l, аф=0, 40-3, аф=о 
Ето, di =оо, da = 2, № =3, dp =0, di =?2 
di =œ, 44 =ос, 400-2, а оо, d)=2, а4ф=0 
+E 
0 1 co 2 сс oo 
1 0 3 3 œ со 
һо [9 3 0 1 2 3 
2 3 1 0 3 œ 
о о 2 3 0 2 
о о 2 æ 2 0 


由 юш р, 
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图 11. 2-11 


由 D HAH р, 


103355 


231033 
6 5 2 3 0 2 
6 5 2 3 2 0 


H гэн 10 А 


0 1 3 2 5 5 
1 0 3 3 5 5 


5 5 23 0 2 
5 5 2320 
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最 后 ,我 们 得 乔 
рч = p: = ре 
下 面 我 们 给 出 根据 框图 一 和 框图 二 编写 的 计算 例 11.2. 1 和 例 11. 
2.2 的 DTS--8 电子 计算 机 的 FORTRAN BARF: 
子 程序 см, 
SUBROLTINE GM(D,N,M) 
INTEGER D 
DIMENSION D (N,N) 
DO 20K -1,N 
DO 201: 1,N 
IFD, kK), GT. М) СОТО 20 
DO 10J: 1,N 
ТЕК, 0. СТ. MY СОТО 10 
IFK O +D(K.J)—D(1,J2)9,10,20 
9 001,7) =151.К0+0СК.Ј 
10 CONTINUE 
20 CONTINUE 
RETURN 
END 
TEF GM: 
SUBROU TINE GM:(L,D,T,N.M} 
INTEGER D, T, P1, Р 
DIMENSION LCN, N), O(N), T(N) 
D=M 
2) =0 
Р=1 
DO 30K :2,N 
MIN=M 
DO 21 ЈЕ 1N 
ТЕСТО. I.T. 0) СОТО 21 
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JIT=T(J) 
IF(D JT). GT.D(P)+L(P.,JT2) 
D(T)=DO5+L(P,JT) 
IF(MIN. LE. ОСТ)? СОТО 21 
MIN=DU D) 
P1=T(D 
21 CONTINUE 
IF(MIN. СЕ. M) СОТО 31 
Р=Р1 
30 TIP) 一 一 ! 
31 RETURN 
END 
主 程 序 
MASTER GM 
INTEGER D6,Dil,DGM:,TGM， 
DIMENSION D6(6,6),D11(11,11)， 
DGM ар, тем. ар 
READ(0) 06,011 
WRITE(?.10)D6, D11 
10 FORMAT(/20X,4HD6= ,60/5Х,6110) // 20X, 
5HD11= .11{/5X ,11110) 
DO 51=2.11 
5 ТОМ. =1 
TGM:(1) = 一 1 
CALL СМ, (D6,6,500) 
WRITE (2,11) D6 
11 FORMAT: 720X, 4HD6=6, (/5Х 6110) 
CALL GM, (D11,11,500) 
WRITEt2 ,12)7D1i 
12 FORMAT (,/20Х,5НЮ11= ,11(/5Х,11110)) 
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CALL GM:(D11,DGM:,TGM: 11,500) 
WRITE( ,13) DGM: 

13 FORMAT //20Х,3НО=/5Х,11110) 
STOP 1 
END 
FINISH 


11.3 最 优化 原则 


最 优化 原则 是 央 国 数学 家 贝尔 时 (RR, Bellman}) 提 出 的 , 它 是 动态 规 
划 的 理论 基础 ,最 优化 原则 也 可 以 应 用 于 求 最 短 道路 问题 ,我 们 先 来 讨 
论 一 个 例子 。 

例 11.3.1 ШІ. 3-1, 我 们 要 从 4 地 至 下 地 找 一 条 最 短 道路 。 


图 11. 3-1 


我 们 把 图 11. 3 1 分 为 五 个 阶段 :由 А 到 BC(Bi,B,,B;) 中 的 一 点 是 
第 一 阶段 ;8B 中 的 点 至 C 中 的 点 是 第 二 阶段 ;C 至 p 是 第 三 阶段 :也 至 
互 是 第 四 阶段 1E 和 下 下 是 第 五 阶段 .我 们 来 引入 几 个 符号 和 概念 。 

Флп 表示 由 某 具 至 终点 之 间 的 阶段 数 ( 如 出 Bs 至 天 是 四 个 阶段 ) ,n 
称 为 阶段 变量 (Stake variable) ТЕН S 表示 在 任 一 阶段 所 处 的 位 置 ， 
那么 85 就 称 为 状态 变量 (State variable), 

令 wo.(S) 表 示 当 状态 还 有 nn 个 阶 眉 要 走时 ,所 蛋 选 择 的 下 一 个 点 ， 
(5) 称 为 决策 变量 (Polieg variable) ,策略 (tactics) 是 指 各 个 阶段 的 决 
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PERHE. 

今 d.($) 表 示 现 在 处 在 状态 5S( 即 处 在 S 点 ) 还 有 7 个 阶段 要 ,由 SS 
至 终点 下 的 最 短路 沁 | 

$ 4 ЗЕ: S 到 的 边 长 。 

我 们 从 最 后 一 个 阶 段 开始 计算 ,由 定义 d1(E1) 表 示 由 所 至 下 的 最 
短 道 路 长 Ik a (Е, — 1.3, d (Es) 二 2, 现 在 计算 最 后 钠 个 阶段 ,n 二 
2, 从 六 出 发 有 两 种 选择 ,一 个 是 到 E, -TEN E, КН 


dD Е!) + ditE) }- ia 十 1) 4 
aD E) + РЕ» 2+2 


上 式 说 明 , 由 DP, 到 的 最 短 道路 长 是 4, 其 路 线 是 由 D + E,— F, ВНЖ 
应 的 决策 变量 то. Y= E, 
[р] ЖЕ 


daD = mu: 


d(D,,E,) + 4,СЕ,) |= min 6 + нБ 7 
d(D,,E,) + D, (E) 9+2 


即 由 DA РИВНЕ Г.Е, +, КЕНТ: ( D.) = E), B] F nT 
得 di Gh) =7.88 № D.—E,—F i o E Юз) == Ель 
再 看 一 3 的 铺 , 兄 ,起 点 有 Co@C; „СЯ 


d(C Dh) + а (р) | 
d(C, , Da) + dD) 


= па 1 +}=5 


d,(D,y = тиі 


d C 2 = min 


5+7 

(С =й, ERE RH Cl 出 发 有 两 种 选择 ,一 个 是 到 р, ТЯ Рр, 
(С DAER). ORAR DD , 则 以 后 显然 应 该 选择 由 Э.Ж F {ЖШ 
路 线 ; 如 果 选 择 D. .出 以 后 也 必然 应 该 选择 由 DD 至 下 的 最 短路 线 , 然 后 
再 在 两 条 路 线 中 选 -条 短 的 , 即 C1 一 DD 一 E> 下, 同 理 , 若 从 Cs 出 发 ,此 


时 有 三 种 选择 。 
a(C.,D,) + da (D) 
Я.С: = nafac, D) + d; (D2) 
dCi D+) + 4,00) 
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8+4 
т). 11 
6+7 


ЖНС. ЈЕ К ПИРЫ C,— D,(H DiE + F), REY, (C,) 
=), А 4 (С, = 8,066) = D, 
对 n= 二 4, 同 理 洒 得 
2,(B.)=14, =. (B.)=C,, 
d. (B.)=9, s(B,)=C,, 
d.(B.)=12, s (B,)=CG,, 
最 后 ,na 一 5, 几 发 点 只 有 4 点 
d(A,,B,> + а,\В,) 
1,04) = пип = [ла В) 十 acao) 


dlA B) + d, (В, 


3+ 14 
ЕЕ 
4 + 12 


СА) = B, , É IR 5 РЕА ABCD EF Elt 
ИИИ И „ЛИНИЯ 
| А) = пип{4(5,($)) + 4,160.65) — 


41 (5) = d(S,F) 

归纳 起 来 ,这 个 递 推 关系 可 以 用 “最 优化 原则 ”来 措 述 : 

一 个 过 程 的 最 优 策略 具 有 如 此 性 质 , 即 光 论 其 初始 状态 和 初始 决 
策 如 何 , 其 今后 诸 决策 对 以 第 一 个 决策 所 形成 的 状态 作为 初始 状态 的 
НЕЮ, Е. 

对 函数 方程 | 

4,08) = min (d(s,u,(SX) + d, .(5)) 
当选 择 第 一 个 决策 +,45S) 时 , 它 有 两 种 影响 ,其 一 是 它 直 接 影响 第 一 个 
阶段 的 长 度 dS S ,其 二 是 它 影响 后 面 "一 1 个 阶段 的 初始 状态 ， 
苗 而 也 影响 到 后 面 一 1 个 阶段 的 最 短 道路 长 ,最 优 策略 的 选择 是 根据 
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ШЕИ 1 决定 的 。 

将 最 优化 原则 应 必 在 求 最 短 道路 问题 可 以 得 出 这 样 一 个 原则 :在 
边 长 非 负 的 无 有 图 ( 峰 权 图 ) 中 任 一 最 短 道 路 具有 这 样 的 性 质 ,其 任 一 
子 道 路 必 构 成 该 子 道 中 两 个 端点 间 的 最 短 道路 。 = 


11.4 中 国 邮 路 问题 


一 个 邮递 员 从 籽 久 出 发 递送 信件 ,然后 再 返回 邮局 .如 果 他 必须 至 
少 一 次 地 走 过 他 管辖 苑 围 内 的 拇 一 条 街道 ,在 这 个 前 所 下 ,如何 选择 弟 
送 路 线 , 以 便 走 尽 可 能 少 的 路 程 .这 个 问题 是 由 我 国 管 梅 谷 在 1962 年 首 
先 提出 的 . 同 此 称 为 中 国 邮 路 问题 .中 国 邮 路 问题 是 一 个 即 与 欧 拉 图 又 
与 最 短 道 路 有 关 的 一 .个 问题 .中 国 邮 路 问题 用 图 论 的 术语 来 描述 就 是 : 

ЕЛЕ М ЖЕНИ w , 6 48 W 包 
амраа НВ. 

我 们 知道 ,如 果 何 络 N 是 一 个 连通 欧 拉 图 , 则 N 中 必 存 在 一 条 闭 
欧 拉链 ,因此 ,问题 的 等 案 是 肯定 的 ! 如 果 网 络 N 是 一 个 只 有 两 个 顶点 
的 度 是 奇数 过 通力 , 划 存 在 一 条 欧 拉 链 ,因此 ,所 要 求 的 闭 甸 是 由 这 样 
一 条 欧 拉链 和 在 N 中 这 条 政 拉链 的 两 个 端点 间 的 最 短 道路 组 成 -例如 
图 14.4-1Co3? 的 网 络 中 ,所 要 求 的 闭 链 荐 由 一 茶 欧 拉链 mm т: v3 Ds ta тат 
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zw т 1% vs 和 有 最短 道路 v u, vi o 1L 4-1(5) 中 的 虚线 ) 的 并 组 成 。 

如 果 网 络 N 中 疝 顶 点 的 个 数 多 于 2, 那 么 所 要 求 的 闭 链 必须 要 如 
更 多 重复 的 边 ,但 怎 伴 加 才能 使 重复 边 的 总 长 最 小 呢 ? 王 面 的 定理 回答 
了 这 一 问题 。 

定理 11.4.1 TL W 是 网 络 N 的 一 条 包含 N 的 所 有 边 的 闭 链 ， 则 
W ИЮЛЕ ЖЇН 

(1) 每 条 边 最 多 重复 一 次 

(2) 在 N 的 每 个 图 上 ， 有 重复 边 的 长 的 和 不 超过 图 长 的 一 半 。 

下 面 我 们 简要 的 报 述 一 下 定理 的 证 明 。 

必要 性 .首先 ,假如 每 条 边 重 复 n( 之 2) 次 得 到 的 图 是 欧 拉 图 ， 那么 
重复 一 2 次 则 与 此 这 关联 的 两 个 顶点 的 度 都 减 2, 故 仍 为 欧 拉 男 。 

其 次 ,注音 到 在 -- 个 图 上 ,如 果 原 来 重复 的 边 ( 避 复 一 次 ) 都 不 重 
复 , 和 而 大 来 不 重复 的 迪 都 重复 一 次 ,这 样 图 上 每 个 项 点 的 度 改变 0 或 2， 
所 以 也 不 改变 欧 拉 隐 的 性 质 . 因 此 ,如 果 一 个 图 中 重复 边 的 长 超过 图 长 
的 一 半 ; 作 如 上 改变 ,重复 边 长 厂 少 , 欧 拉 图 的 性 质 不 变 。 

充分 性 ,只 要 证 明 满 足 定理 中 条 件 1),2) 的 所 有 闭 链 的 长 均 相等 ， 
即 重 复 边 的 长 相等 则 可 。 

ВР REO. OKRE DEW SW НЕЯ 
ж.а DARE ЕЕ ЕЕ -1- 4} Ж R EK hy B ОЕ N 的 每 个 顶点 
vW У т 相关 联 的 重复 边 的 数目 的 奇偶 性 相同 ,取决 于 о 原来 
的 度 为 奇 或 为 个, 重复 边 数 也 必 为 琳 或 偶 ), 因 此 呈 是 围 的 边 不 重 并 .但 
在 每 一 个 圈 上 ,W, 人 条 W; 的 重复 边 长 都 不 超过 图 长 的 一 半 , 故 只 能 相 
等 ,县 等 于 图 长 的 一 站 ,从 面孔 中 在 仿 ; 和 矿 : 中 重复 边 的 长 相等 ,于 基 
Wi 和 WW: 中 重复 边 册 长 相等 , 即 W 和 КН. E 

由 此 定理 ,我 们 对 每 一 个 闭 检 查 , 并 用 必要 性 证 明 中 的 方法 调整 ， 
可 以 得 到 解答 ,这 种 方法 旭 做 “奇偶 点 图 上 作业 法 ”但 因此 方法 要 验算 
每 一 个 图 ,很 不 方便 .Edmods 和 Johason1973 年 提出 一 种 比较 有 效 的 方 
法 ,有 兴趣 的 读者 可 5:4 Math Prograrnmiug,5(1973288-124., 
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11.5 最 小 树 


定义 11. 5. 1 设 工 ' 是 赋 权 图 G 的 一 棵 生成 树 ,车 对 G 的 
任意 生成 树 全 都 有 LCT* )<<2(T), 则 称 了 :为 G 的 最 小 树 。 

下 面 我 们 来 讨论 最 小 树 的 性 质 

为 了 讨论 方便 ,我 们 用 Cr(e ?表示 由 连 枝 w“ 确 定 的 关于 
ЕТ ЕК, гене 确定 的 关于 生成 
HT HERRAR. | 

定理 11. 5.1 i T Ë G BJ МЕН, ИГЕ УП ЖЕЕ 
T 为 最 小 树 的 充 要 条 件 

(1) ЖЕЕ ЕЕ e € GNT, A 

Це’) = „тах (000291 
(2) 对 图 G 中 任意 图 C, 存 在 e EC\T, 有 
le’) = тах {4(e)} 
(3) HERRE ecT, A 
e) = ‚пип {Cle >>} 
(4) IG KEBAR S ETAS 中 存在 一 条 边 e, 有 
¿(ey = min {/(е')} 
ES) “ 

[证 明 ] 因为 这 些 条 件 中 有 包含 关系 , 故 只 须 证 明 (2),(4) 两 个 
MÆRE, 

先 证 命题 (2) : . 

R TEGH- ВАЛ. RISI G 的 任意 图 C, 存 在 ae EOT ,有 

Це’) = max{ile)} 

ЯЗ БЕЛЕЕ E Щй лу MEG 中 存在 一 个 国 Co 及 ecEcomT:， 

使 对 任意 “EC A OSE) BR eE Sr" ONGEA, TE, 
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存 有 еее в $т* e) Г\С ШР e Ж Sr oO NT HEER eE 
CNT ,因此 Lieo) -ie 考虑 了 一 了 一 e 十 ee 因为 ea 同属 于 Sr 
(e), ГЫ ТВС ЖЕНИЯ TOSTO eO He 
(ТКТ ER ТУЙЕШ ИЕ. 
KZ ТО-ЖЕ, ЕШ e € GNT ERA 
I(e') = „тах, tile” )} 
则 了 "是 最 小 树 。 

用 反 证 法 , 设 7' 不 是 最 小 树 ,那么 取 一 哥 的 最 小 树 , 使 | 了 六 | 
为 最 大 , 取 吕 ETNI ,显然 ,a Є57(е ПС. (Ce), 故 存 在 一 条 边 e* 关 
=’, Не" ЄЗ Пт. (Ce ,于 是 e* ETT, O T =T—e te, HHI 
зе, ВЫ ПГО"), T ERRA ABITAT |=|ТГ 
T*| 十 1 之 1TNT*|. 此 与 的 取 法 矛盾 , 故 了 T' 是 最 小 树 。 

现 证 命题 (4) it T'E СЕА, ДНС 的 任意 割 集 5, 存 在。* 
ET'NS ЖЕ 

le" ) = min{i(e)} 

ШКЕТ. С 的 一 个 但 集 S.B e ESAT ,使 得 对 一 切 
e ЄҖПЇТ?Ж 00е), НР РЕ 5 ПС (е), ТРЕ е" збе, 
e" € S,[]Cr* (е7), Xe 都 属于 Cr (е), ОШ) T'=T° +e —e" 也 是 
СЕ ЕВ. РЕ 

у = КГК) — 10е") < ICT`) 
这 与 了 是 最 小 树 的 假设 矛盾 。 
反之 , 设 T' 是 1 的 生成 树 , 对 任意 e' ET A 
Ке = min (e) 


Е" 6° 1 
U T'E G 的 最 小 树 。 

БР. ТРЕСНА, ИСИНА ЛИТ, EIT ANTAR 
К.е ЕТ*АТ, Це" € Sre (е Г Сге", ОЛЕ e >e" ,# 2 € 
Sr* te ПСт Се"), Жж, ЄТ. {К He), A ТЕТ." ее, ЩЕ 
TOST Nm T bk ii. BITATI=ITAT | 十 1 此 与 了 的 
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到 法 矛盾 ,所 以 了 ЕЕ ЛОЙ. Ë 
定理 11.5.2 设 T' 是 G 的 一 棵 生成 树 ,T'* 蚌 GG 的 唯一 
最 小 树 的 充 要 条 件 是 下 列 黄 个 条 件 中 的 任 一 个 成 立 ， 
(1) ЕЖ EGAT ,e 是 Cr (e) 的 唯一 权 最 大 的 边 ，。 
(2) 对 任意 ET ,e* 是 Sr* le ) 的 唯一 权 最 小 的 边 。 
[证 明 ] 必要 性 由 定理 11. 5.1 可 直接 准 出 ,下面 证 明 充分 性 。 
假设 条 件 1 成 了 ,那么 了 "显然 是 @ 的 最 小 树 , 设 工 是 G 的 另外 一 
ARAF T Л, е ETT 1e € Cr. DN Sre) E е" зе, 
M et ЄСт- Ce 站 Sie Ме" € Cr" to) 而 = 是 Cr 4e') 的 唯一 权 
ЮКИ. Ke SKE) Т STe He ШТ 1067) 
HOLT)” T AT RER, SRTA i TE GHEE 
ый. 
假设 条 件 2* 成 立 ,T' E pR ti JE G ТАЛЕ Л.И 5 —ETAF T 
的 最 小 树 工 ,到 e* ТТ Ке ETT AE Sr (e") 门 Cr(e' ) 中 不 
EF e" BJ е. 
由 定理 11. 5, 1 ,了 "是 最 小 树 ,因而 
10е" у= min {Ко} 


‚єс "(e 
由 于 了 也 是 最 小 杨 , 故 
е") = max 人 Ke)) 


(ЄСтбе" › 
由 此 可 知 vte* )= (e). K 55 e" 是 Sr* (e" ЈЕ — ЖЕ ЛОЛА ИЛЫ Л 
盾 。 所 以 G RES Не, G Ну Ж ЛУЫ T ЕН. 


11.6 最 小 树 算法 


在 这 一 节 里 ,我 们 来 介绍 几 种 求 最 小 树 的 算法 。 

算法 一 

19564 kruskal 推广 了 求生 成 树 的 破 图 法 (参见 2. 3) ,给 
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出 最 优 树 的 一 种 算法 ,kruskal 的 算法 是 ,首先 把 赋 权 图 G 的 
НРУ НЗ НИ ДИТ ДЕ НЕЗА. 
Ка) < аз) < +++ SÇ Ка, 

Ж e =a, e, =a. ,检查 аз, ДЖ aa 不 与 е; ,ez 构成 图 ; 则 令 e, = 
аз, ДЖЕ at е … 构 成 图 , 则 放弃 a RE a # a E ене) 
ЖЕ, 则 令 ез1,» 否则 放弃 ai 检查 as。 如 此 继续 下 去 ,直到 
# H 16 929 °° P, -! 条 边 的 连通 图 为 止 ‚ 那么 CW. a *Ép—1 } 就 
是 所 要 求 的 一 棵 生成 树 。 

下 面 我 们 来 设 明 算法 的 有 效 性 

B T'= (ee эе sepi) AA T ЖЕНЫ рожи 
图 ,所 以 了 是 G 的 一 襟 生 成 树 。 设 了 是 G 的 不 同 于 人 "的 另 一 棵 生成 
Я.Я A(T) 表 示 使 6 不 在 了 中 的 i 的 最 小 值 ,如 果 芽 :不 是 最 小 树 , 令 
ТЕ СЕК. 

ВОНА, М еер, уе, ЖЕ ТТ E e, RET Н, 所 以 
THe 含有 唯一 的 个 转 C, 令 AECNT, 但 AST ,由 定理 2.2. 19а 
ЋЕ T +e, ИМЯ. НИ 

T'=T + s — е, 
是 有 р-а, РТ СВ-ВО, 5 

КТ = ICT + Иер — Це 
H kruskal 算法 ,et ERARA RAIE (ее „НЕЋЕ 
条 边 。 因 为 {fevea……ecae} 是 了 的 一 个 子 图 ,也 没有 图 ,所 以 
(e, > Це) 

于 是 生 也 是 一 棵 最 小 树 , 故 

AT) k = fT) 
Жз T JSI ИҢ T=T НТН, E 

例 11. 6-1 jKIS11.6-1B728 65 MARE С 的 最 优 树 (图 中 括号 内 的 
数字 为 该 边 的 权 }。 

把 边 按 权 的 递增 顺序 排列 ， 
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把 边 按 权 约 递增 顺序 排列 
TEZ: Y Sidat T: 
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а,(1)+45(1).46(2),(2),аз02),ат(3), 

4193 ав (3) ,as (4) зан (4) an (4), at), 

91.06) ,а(6).4,(7?} sas (7),a, (8). 

W: 61T Aya 0s a3 e = йв sts = Ayo veg ™ 216 sz >= as o WJ H е.Е2» 


Ёз rE 365 966 ет :构成 的 生成 树 就 是 一 棵 最 优 树 , 它 的 权 是 16( 图 11. 6-2). 


(811. 6-2 


тж е =a, "= ав p Ey == 88566 == ав э бє == dha yes == Qs бт =a, + HÍ P, 


得 到 另外 一 棵 权 为 15 的 生成 树 ( 图 11, 6-3). 


算法 二 
设 G 是 有 = 上 1 个 顶点 的 连通 的 赋 权 图 。 
DORTH 十 1 个 顶点 的 空 图 ,7 有 na 十 1 个 分 支 ( 即 孤 
立 点 ) ,没有 图。 
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输入 顶点 数 n 二 1 


ФА.) 
ij 一 1,2….n 二 1 


数组 near number 
шу > 


Ж 1... = піп (1.ру 
€ V 

JEY 
量 小 值 对 应 的 i 一 istar 


j=jstar 


m=numberistar) +Í 
near(t(gtar,m )=jstar 
number (istar) =m 
m=nurnber: istar) +1 
near(jstar,m Y= istar 
number(jstai ) =m 
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_ пеаг(1,]}<17 


(nv(istar)=1 
podes=noses +1 


Y 


B 1Т і.леаг(. 5 


算法 二 框图 


(2) ЗЕТ, 的 “十 1 一 个 分 支 分 成 两 个 子 集 了 和 V, Е 
(УХУ) — 0. 

(3) Же АИ ЕСУ, ХУ), 4 Taa ST; 
Hen BR Toa НЛ ЖКУ at — itni. 

(4) 当 i 二 n- -1 时 算法 停止 ,T, PEOR n 3:38 , 8 С 
ЕЯ, inl, A # = ЦЕ), 

我 们 来 证 明 算 兴 的 有 效 性 。 . 

Фе AT, Crie t= {e yen rei В пн, 

今 证 

Ке) 一 aax o) 

用 反 证 法 , 若 上 式 不 成 立 , 即 max e)re Jẹ i EE Ker) 

= max , (ie)) 的 所 存 志 中 指标 最 大 的 ,这 样 ,对 任意 >r H 
Кеш) > en) ile) > ite') 
显然 
e, Е S, П Erie) 
ДЖ S, = E(V, XV.) „Е езен зе; E $, П Ст (ее, ато 或 者 是 
ets>r) 或 者 是 2' ,二 
Elend) > les) 
fB =, 53 e, 同属 于 S, ,这 与 w% 是 % 中 权 最 小 的 边 的 假设 矛盾 , 故 
Ке) = „тах 02000} 

мы. T ЗЕ ЛЬЮ. ü 

算法 二 具体 应 用 时 不 一 定 很 方便 ,但 是 它 可 以 看 作 是 很 
多 种 最 小 树 算法 的 概括 ,在 理论 上 有 一 定 意义 。 

下 面 给 出 算法 二 的 框图 。 

REKKAA atle 

near Cis j) : 51 i WERS ; ARRITUR. 

nomber (i): #117 i 分 接 的 顶点 个 数 。 
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inv G) :顶点 "是 否 属于 六 的 标志 单元 
一 | Ай 在 了 中， 
0. 顶点 :不 在 了 中 。 

nodes: 属 于 1 中 的 项 点 数 。 

算法 三 

在 赋 权 图 G 中 任 取 一 个 图 ,然后 去 掉 这 个 圈 中 权 最 大 的 
边 , 如 此 继续 进行 直到 G 中 不 再 有 圈 时 为 止 .这 时 剩 下 的 边 
组 成 的 子 图 就 是 城 小 树 。 

我 们 来 证 明 算法 三 的 正确 性 。 

设 在 第 一 次 去 掉 的 边 为 el, 第 二 次 去 掉 的 边 为 wm， 最 后 去 掉 的 
边 为 ,与 这 些 边 对 应 的 加 为 CCa，…C:, 即 每 个 e № С, 中 权 最 大 的 
边 ,这 里 C; 是 去 掉 记 eye…e-: 后 等 下 的 图 中 的 圈 , 对 于 i 过 jCi 不 属 
FC; 

ЖАВ ее. е МЕНЯ 五 ,那么 H 是 一 棵 树 . 这 是 
因为 每 次 去 掉 的 边 ,, 都 是 圈 中 的 边 ,故去 掉 е, 后 ,图 仍 是 连通 的 ,又 去 
Ha 后 图 中 没有 图 ,因此 剩 下 的 子 图 是 一 个 无 圈 的 连通 图 , 故 是 一 要 
я. 

在 H 中 任 取 一 . жі г! : 令 564 у= {елед вёс s. е. НАЯ i£ < 
i <<. Е | 

Пе) = п, (e) 


ЕЙ. 设 Дит, (Y>. И ИЯ 10е) = “шп, u 


DAE i 中 指标 最 大 的 。 所 以 对 sr, 
бе) < Ка), ЖЕ) < ICe') 
Ш Же. ЕС. NA Su ,所 以 
e, ЕС, П 5н (е ҳе 
ез 或 等 于 er 或 等 于 w AELEWE, A 
(e, < Це; 
这 与 er ЖС, 中 权 址 大 的 边 政 盾 , 故 式 (11, 6-1) 成 立 , 由 定理 11. 5. 2 知 ， 
H EW l. ü 
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ЯЖ БОВ ВЕН ЕГЕ. ЧК, НП ЛИКА Е 
在 各 个 子 图 上 .上 作 . 因 此 算法 三 在 实用 上 是 很 方便 的 。 

纲 11. 6-2 RELL 6-1 所 示 的 赋 权 箱 的 一 棵 最 小 树 。 

《1) 在 图 11. 6-1 所 示 的 图 中 , 取 转 aase, 去 掉 as 得 一 子 图 N (ñ 
11. 6-4), 


N, 


图 11. 6-4 
(2) 在 М.Ф — анна 去掉 中, 得 一 子 图 М, (1.65). 
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(3) 在 №. Ф. -图 ааһа, EH 得 一 子 图 N:( 图 11. 6-6), 


图 11. 6-6 
(4) # МЕ азала» Ж PR a 8 TE М (11. 6-7) 


图 11.6-7 

(5) 在 MPRE апаат, EW a1, 得 一 子 图 Ns( 图 11. 6-8) 

(6) W asaza. ;ut 去掉 aa ЙЙ Б aasanaieasas 去掉 ам, В а, 
атлас BPA ars ЙЕ isda aa EE as з ЖИШШ a,asa,asauanaaai P 
的 边 aa ВЛ СЯ 11.6-9), 
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习题 十 一 


11-1 ЖС НР}, {Ра}. 
11-2 РИЧИ uM o Z BP BR B ER. 
113 求 下 图 中 顶点 和 顶点 vv 间 的 最 短 道路 长 。 
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11-4 求 下 壕 网 络 的 中 国 邮 
Е. 

11-5 试用 kruskal 算法 求 下 
Жї [ЕШ Ж ЛИ. 

11-5 用 求 景 小 得 的 算法 三 
求 上 题 两 图 的 最 小 树 ， 

11-7 已 知 世界 六 个 城市 ， 

EE Ре’, HI 3 (N), E % 
(Pay, № W (Ly. EAT, В 
МУЕН F É bü SE ñ5 ЖЭШ ЕТЕ 


中 确定 最 小 树 。 
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第 十 二 章 有 向 


在 图 论 的 应 用 中 ,经 常 直到 的 情况 是 ,不 仅 需 要 画 出 描述 
问题 的 图 的 图 形 ,而 且 需 要 指出 图 中 每 一 条 边 的 方向 .这 是 因 
为 ,一 方面 ,在 有 些 问 题 中 ,一 对 顶点 之 间 的 关系 不 是 对 称 的 。 
例如 ,城市 道路 系统 中 的 单行 道 , 又 如 时 序 电 路 中 ,从 一 个 状 
态 到 另 一 个 状态 的 转换 ,往往 都 具有 方向 性 .这 种 方向 性 表示 
所 描述 的 物理 系统 的 某 种 次 序 或 单 向 性 质 . 另 一 方面 ,为 了 措 
述 某 种 参考 系统 和 而 赋 子 边 以 一 定 的 方向 。 例 如 ,电路 理论 中 ， 
为 确定 由 理想 元 件 构成 的 电网 络 中 电流 和 电压 的 正 负 ， 必须 
指定 网 络 中 支 路 电流 ,电压 的 参考 方向 ， 

本 章 讨论 的 内 容 是 ;有 向 图 的 概念 ,有 向 道路 ,有 向 图 ,有 
向 树 和 有 序 树 。 


12.1 有 向 图 


定义 12.1.1 一 个 有 向 图 (digraph) 定义 为 一 个 偶 对 
站 一 (7 ДШ), Ея: | 

1. V 是 个 非 空 集合 ,其 元 索 称 为 顶点 ; 

2. U 是 有 序 积 VXV 的 一 个 子 集 ,其 元 素 称 为 圣 (arc) 。 

根据 有 向 图 的 定义 ,与 一 条 弧 关 联 的 两 个 端点 具有 一 定 
的 次 序 关系 , 即 强 a= (uv) 是 顶点 w о ИЖЕ, ВАНЯ и 
为 弧 a 的 起 点 ,* 为 终点 。 如 果 对 有 向 图 DP 二 CV ,U0) 的 每 一 条 
Аи АЕ и 到 终点 v 作 一 矢 线 ,方向 是 从 & 指向 vv, 那么 
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有 向 图 的 每 一 条 弧 都 有 确定 的 方 
向 。 因 此 ,有 向 图 总 是 每 条 边 都 有 一 
定 方向 的 图 。 这 样 ,有 向 图 也 可 用 一 
АЛЕ д. М 12.11 ЖЖ 
—4 ЖЕЕ. 

给 定 一 个 图 G, 对 于 它 的 每 条 
边 , 给 它 的 两 个 端点 指定 一 个 次 序 ` 
〈 即 给 这 条 过 指定 一 个 方向 ) 后 , 便 
得 到 一 个 有 向 图 . 这 样 的 一 一 个 有 向 图 , 称 为 G 的 一 个 定向 (4 
rect). 

反之 ,对 一 个 有 向 图 六 ,可 以 在 相同 顶点 集合 上 作 一 个 图 
CG, 使 得 对 应 于 С 均 有 一 条 相同 端点 的 边 ,这 个 
无 向 图 G 称 为 Dn 的 基础 图 (underlying graph)。 从 直观 上 来 
说 ,把 有 向 图 万 843 LW ЕН ТРЕ 
就 是 有 向 图 的 基础 图 。 

显然 ,一 个 元 向 图 的 定向 图 是 唯一 的 ， 但 是 对 应 一 个 基础 
图 的 有 向 图 却 不 是 唯一 的 。 璧 如 ,图 12. 1-2Ca)、(5) 表 示 的 是 
两 个 不 同 的 有 向 图 ,但 是 它们 的 基础 图 是 一 个 。， 


12. 1-1 


(4) (2) (с) 


图 12. 1-2 
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有 向 图 的 许多 概念 ,通常 是 根据 其 基础 图 来 定义 。 例 如 ， 
车 基础 图 是 连通 的 , 则 称 其 有 向 图 是 连通 的 。 勾 如 ,道路 .图 、 
竺 、 割 集 等 概念 雪 可 以 根据 其 基础 图 来 定义 。 


12.2 有 向 道路 和 有 向 圈 


定义 12. 2. ! 有 向 图 厂 中 ,以 顶点 为 起 点 的 弧 的 数 
目 , 叫做 ”的 出 度 (outdegree), 记 作 дер? (o) ШТК о 为 终 
点 的 弧 的 数目 ,叫做 羡 的 人 度 (iudegree) , 记 作 Чер (v), 
显然 ,对 有 站 РЕВ vH 
degtv) = deg+ (v) + deg_ (v) (12. 2-1) 
定 12.2.2 有 限 非 空 序 列 М = оа ла, ЕН 
НИЯ AMM a 的 起 点 是 vw-1, 终 点 是 v(i 一 1,2， 
“如, 且 同 一 条 昕 不 用 两 次 , 则 称 M 是 一 条 有 向 链 (directed 
chain), w, 和 分 别称 为 这 条 有 向 链 的 起 点 和 终点 ， Ë 称 为 链 
的 长 。 
和 无 问 图 一 РЁ, 有 向 链 аш" "тать 通常 简单 的 用 它 
的 顶 点 序列 Ту" 来 表示 。 
本 身 是 一 条 道路 的 有 向 链 ， 称 为 有 向 道路 (directed 
path), 
起 点 和 终点 КАНН KAREME. 
本 身 是 一 个 冬 的 有 向 闭 链 , 称 为 有 向 图 . 
顶点 和 弧 的 交替 序列 оого завь, НТН В ЯН 
同 {Н & Ж а, 订 能 是 w_-w, 也 可 能 是 vv_; ,这 样 的 序列 称 
为 半 道 路 (semi-pxth)》 
例如 ,在 图 12. 2-1 中 ,123425 是 有 向 链 ,1254 是 有 向 道 
路 ,1234251 是 有 向 闭 链 ,1251 是 有 向 圈 ,12543 是 半 道 路 。 
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对 于 无 向 图 , 它 只 有 连通 和 和 不 
连通 两 种 情况 ,但 尾 对 有 向 图 , 则 有 
不 同 的 连通 方式 。 下 面 我 们 给 出 有 
向 图 各 种 连通 性 的 特征 ,为 此 先 给 
出 下 面 的 定义 。 | 

ЖУ 12.2.3 如 果 在 有 向 图 户 
中 ,有 一 条 (u,v) 让 向 道路 , 则 v # 
为 是 从 ЧМ. НИ, Мих 图 12.2-1 


to 


(1) 如 果 有 向 图 也 的 任何 两 顶点 都 互相 可 达 , 则 称 D 是 
强 连 遂 的 (stronglx connected), 

(2) 如 果 有 向 图 忆 的 任何 两 顶点 至 少 有 一 个 项 点 由 另 一 
MATE, Д D EA atM i unilateral connected), 

(3) 如 果 有 疝 图 已 的 任何 两 顶点 由 一 条 半 道 路 联接 , 则 
Жо ВЕН слезу connected), 

设 D EIE НАА а= (u,v) 是 D 中 的 任 一 又 。 因为 
H v ЕА и, ПЕ Ж Сои) ОВР, РЕ PU (sv) 是 
一 条 有 向 圈 。 反之 ,车 DD 中 的 每 一 条 强 均 在 某 一 有 向 图 中 , 则 
也 显然 是 强 连 通 和 的 。 这 样 便 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 12.2.1 有 向 图 D ERER, HRA D 的 每 
一 条 弧 都 在 某 一 :人 向 图 中 。 | 

类 似 地 ,可 以 得 到 

定理 12. 2. 2 有 向 图 р кыжа, 当 且 仅 当 五 的 
ВЖИ ви, 

下 面 讨论 有 向 图 也 中 有 有 向 道路 和 有 向 轿 的 条 件 ， 

定理 12.2.3 РАЗЫ РААТ, 
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(1) deg* (и) =1,дер- (и) =0 
degt (0) =0,дер- (0) =] 
(2) 对 任意 的 wEV(CP), 有 
degt (w) = deg (w) = 1 

那么 PP 是 一 条 (u,v) 有 向 道路 。 

CEH] 由 条 件 
(1), (2) 知 ,P ЖЖ A 入 | 
(av) 道 路 ,又 由 (2) а а, 
知 ,P 中 相 邻 两 个 顶点 | 
ИЯНЖЖ, ik a = “ | " 
Сил») a, = (и.о) : 
任意 两 条 邻接 的 弧 , 且 
设 vi 是 它们 的 公共 顶点 (图 12. 2-2), 

因为 vi 的 出 度 和 入 度 均 为 1, 也 就 是 说 ， 以 т} 为 起 点 和 

终点 的 弧 的 数目 部 是 1, 所 以 即 是 弛 a 的 终点 又 是 就 a 的 

ЖЕ, Ши =u, 因此 ,P 是 一 条 有 问 道路 。 再 由 条 件 (1) 知 ， Р 
是 一 条 (eso) 有 人 向 道路 。 重 

ZH 12.2.4 设 C 是 有 向 图 忆 的 一 个 子 图 ,如 果 

(1) HERH o€ V(C) ,# 

degt (0) = deg- (v) 
(2) 对 任意 的 vEY(C),degtwo) 一 2 那么 C 是 一 条 有 向 


из € V(P) 


[Н 12. 2-2 


证 明 方 法 与 定理 12. 2. 3 相似 ,在 此 省 路 。 
定理 12.2.5 设 马 是 有 向 连通 图 ,对 任意 的 vEV (CD)， 
如 果 
дер? (v) = 1( 或 deg” (v) = 1) 
那么 DD 恰 有 一 条 有 疝 圈 。 
. 242 ° 


[证 明 ] 先 证 DD 中 至 少 有 一 条 有 向 国 .从 万 的 某 一 顶点 
出 发 ,可 以 找到 -- 条 有 向 链 。 因 为 中 所 有 的 顶点 , 均 有 degt 
(v) 一 1( 或 deg- (x') 一 1) ,所 以 这 条 链 仅 终止 于 在 链 中 已 经 过 
的 一 个 顶点 上 , 故 D 中 含有 一 条 有 向 图 。 

假如 DD 中 含有 两 个 有 向 图 Cl 和 С, ВА C, # C, 的 位 
置 关 系 无 非 是 下 人 三 种 情况 (图 12. 2-3)，. 


12. 2-3 


(1) C, #1 C. 有 公共 边 ; 

(2) C, fi C. 有 一 个 公共 顶点 | 

(3) СШС. 既 无 公共 边 又 无 公共 顶点 。 

HAOD :它们 的 公共 边 必 是 一 条 有 向 链 , 它 的 两 个 端点 
# C.UC, 中 的 度 均 为 3。 于 是 ,Ci B C, 中 必 有 一 个 顶点 的 出 
度 为 2( 或 入 度 为 2) ,这 与 假设 矛盾 。 

HR): Жи ЕС, 5С, 的 公共 顶点 。 显然 顶点 * ТЕ С, 
UC: 中 的 度 为 4, 于 是 degt (u)=deg (zx) 一 2 与 假设 矛盾 。 

ERG: Wy DELEN KIUR- REM. H 
AREG 中 . 另 一 个 端点 在 С, 中 ,这 两 个 端点 在 Ci1UCzU 
M 中 的 度 为 3, 而 其 中 必 有 一 个 端点 的 出 度 为 2( 或 入 度 为 2) 
与 假设 矛盾 。 É" 
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定理 12.2.6 ”有 向 图 石 有 有 向 田 的 充 要 条 件 是 存在 一 
个 所 有 顶点 均 满 足 
бер+ (v)>0 和 deg- (v) > 0 
的 子 图 。 
CEH] 必要 性 显然 。 现 证 充分 性 。 
EE D 中 存在 一 个 所 有 顶点 均 满足 
аер? (+) > 0 М дер (0) >0 ` 
的 子 图 D, ,那么 从 D, 的 一 顶点 出 发 可 得 一 有 向 链 ,因而 也 就 
НЕА. Eú 
B v EA BIE ОТ, ДЫР. 
degt (v) = 0 30 дер- (v) = 0 
MERTA о Мо ЖП ао 
过 程 。 
定理 12.2.7 有 向 图 六 没有 有 向 圈 的 充 要 条 件 是 能 通 
Ù w Е D 的 所 有 的 弧 。 | 
[证 明 ] ШЕРНА, НЕЕ 12.2.6 SI, D 中 至 
少 有 一 个 顶点 ,使 degt (0) =0 8 deg (wo 一 0。 用 zw 过 程 去 
掉 项 点 "得 一 子 图 D. D 中 也 没有 有 向 圈 , 再 由 定理 12. 2. 
6,D, 中 至 少 有 一 -个 顶点 ww, 使 degt(m) 一 0 或 deg (а) =0, 
再 用 z 过 程 去 掉 顶 点 v 得 一 子 图 Р, р, 也 没有 有 向 圈 。 如 
此 继续 下 去 ,就 可 以 用 w HEH DAREA, 
反之 ,如 果 D 中 有 有 向 圈 , 那 么 在 该 有 向 图 中 的 顶点 的 
出 度 和 入 度 均 不 为 堆 。 因 此 不 能 用 w 过 程 去 掉 这 些 顶 点 , 因 
而 也 就 不 能 用 u 过程 去 掉 D МЮ. В 
Я 12.2-1 #19 12, 2-4 所 示 的 有 向 图 D 中 ,因为 ер? (1)=0 和 
deg 2) 一 0, 所 以 用 ww 过程 去 掉 顶 点 1 和 顶点 2, 得 一 子 图 D. Ж D. 
P deg’ (3}=0,deg (4)? 一 0, 去 掉 顶 点 3 和 LTE D E D, 中 ， 
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deg (5) 一 0,deg* 7) 一 0, 再 去 掉 顶 点 5 和 顶点 7。 这 样 就 把 DD 中 的 所 
НИТ. Elit О Жї. 


D, : р, 
图 12. 2-4 . 

Й 12.2-2 ЧЕ 12. 2-5 WA HR D наев (1)=0 s degt (2) = 
0, 用 ww 过 程 去 掉 陆 点 1 和 32, 得 到 一 子 图 Pi。 在 Di 中 deg+(3) 一 0, 用 
也 过 程 去 掉 顶 点 3. 得 一 子 图 DP,。 因 为 D, 中 不 再 有 出 度 或 人 度 等 于 零 
的 顶点 ,所 以 不 能 用 = 过 程 去 掉 D; 中 的 顶点 ,这 表明 万 中 有 有 向 图 。 


1 


D. Р, Р, 
图 12. 2-5 
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12.3 有 向 树 和 有 序 树 


有 向 树 和 用 树 是 一 个 重要 的 图 类 。 有 向 树 在 计算 机 算 
法 ,有 序 树 在 计算 机 程序 中 有 重要 的 作用 。 此 外 ,有 向 树 常常 
用 来 描述 带 有 “体系 ”性 质 的 结构 ,如 图 书馆 的 书籍 分 类 等 。 


定义 12.3.1 рж 
有 了 向 图 ,r 是 D 中 的 一 个 顶 
点 ,如 果 由 r nÍ ЗА D 的 任 
-MA W # У ры 
(root). 

图 12. 3-1 所 示 的 有 向 图 
中 ,顶点 wz ВН. 

定理 12.3.1 有 向 图 DD 
有 根 当 和 且 仅 当 对 D 的 每 一 对 
顶点 u,v 都 存在 -个 顶点 w, 
Ж w ВА u H v. 

[证 明 ] ВАУ, 


v 


图 12. 3-1 


要 性 是 显然 的 。 现 证 充分 性 。 取 顶点 集 V(D) 的 子 集 V,= 
virwz} ,由 假设 , 有 顶点 uz, u: 可 以 到 达 w 和 wi。 假设 对 于 
Ж У, = {wiv ‚т 存在 一 个 顶点 urs 由 Л 可 以 到 达 Tis 
11. „о ЯВА “ 和 оьз ;存在 一 个 顶点 w+l* 由 +l 可 以 到 
ЗК ua оь Р, ВИ ина O 35 тн это "ее ,whyvitis 由 
归纳 法 原理 ,DD ЕЕ И г, r АИ D 中 任 一 顶 


ADAR. Ш 


ЖХ 12.3.2 设 DD 是 一 个 有 根 的 有 向 图 , 若 D 的 基础 
图 是 一 棵 树 , 则 称 忆 为 有 向 树 (direcded tree), 
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由 有 向 树 的 定义 知 , 有 向 树 中 的 任 一 顶点 ,都 有 一 条 以 
根 为 起 点 :z 为 终点 的 有 向 道路 。 因 此 ,有 向 树 也 称 为 出 树 
《out-tree) ,如 图 12. 3-2(a) 所 示 ; 如 果 把 有 向 树 的 每 一 条 弧 均 
反 向 ,这 样 得 到 的 付 称 为 人 树 (in-tree) ,如 图 12. 3-2(8) 所 示 。 


r r 


(a) i ft W АЖ 


图 12. 3-2 


定义 12.3.3 如果 有 向 图 DD 的 每 一 对 顶点 u,v 都 存在 
MA z, f w имо, И D 是 氢 强 连通 的 。 

下 面 我 们 来 证 明 关于 有 向 树 的 儿 个 等 价 命 题 。 

定理 12.3.2 设 也 是 顶点 数 p>>1 的 有 向 图 。 

(Q) D 是 没有 图 的 拟 强 迷 通 图 ; 

(2) D 是 拟 强 连通 的 且 有 p 一 1 AWM: 

(3) DD 是 一 个 有 根 的 树 ; 

(4) 存在 一 个 顶点 + 使 得 对 于 其 他 每 个 顶点 都 有 一 条 且 
仅 有 一 条 以 > 为 起 点 的 有 向 道路 ; . 

(5) D 是 拟 强 连通 的 ,但 是 从 五 中 去 掉 任 何 一 条 弧 都 使 
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这 个 性 质 不 成 立 : 

(6) 也 是 拟 强 连通 的 ,并 有 一 个 顶点 7, 使 得 

deg5tr) = 0,degñ (и) = 1, usr 
(7) DRAHA В — FT S ”使 得 
дерр (r) = 0,аері (0) = 1, тг 

[证 明 ] 《1) 之 (2) 。 

ржЕ ха. ОНИ ЖЖ, TEDA 1 
Ж. 

(2)=> (3), 

由 (2) ,万 是 证 通 的 且 有 p—1 ЖЧ. D HEME 
棵 树 。 再 由 (2 和 定理 12. 3. 1 知 ,D 有 根 。 

(3)= (4), 

# (3), RRA са) ЖЕ. 

(4)= (5), 

RREI ион, ЗЕ РЕД АК, ЖЕ 2, КУ #F fE Ei 
条 有 向 道路 

tot u, U, 和 илло, ш 

即 在 忆 中 有 了 两 条 由 z 到 ”的 有 向 道路 ,这 样 就 有 两 条 由 -到 
u 的 有 向 道路 ,与 4) 了 矛盾。 

(5)=(6). 

由 定理 12. 3. 1, 有 向 图 也 是 拟 强 连通 的 ,所 以 它 有 一 个 
Ж г, Р 

dega (о) 221, 2 r 
如 果 顶 点 % 满足 degi Со) >21, ДАТКА о 为 终点 的 
Жа, ГЕН о ФР ЖЛ Ж E, ЖР ЙД а, D 
仍 以 -为 根 ,因而 保持 拟 强 连通 性 ,与 (5) 了 矛盾 。 故 必 有 
deg5 (0) = 1, v Ær 
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另外 ,不 可 能 有 一 条 以 r 为 终点 的 驱 。 因 为 在 D 中 把 这 
条 弧 去 掉 后 得 到 的 | 可, 仍 以 > 为 根 , 故 仍 为 拟 强 连通 ,此 与 (5) 
и. 

(6)=(7), 

D 中 的 弧 数 等 F 

У]деяв б) =р—1 
因为 DD 是 连通 的 并 有 2 一 1 条 弧 , 所 以 是 一 述 树 ,因而 没有 
Hi. 

(7)=(1)。 

从 顶点 x 和 ~ 出 发 ,在 图 上 沿 弧 的 反方 向 行走 ,因为 万 没 
Н.Н А К. МАМИ Н vAr 时 ,因为 
deg5 (и) —1 НК КТЕ, ВЕ ЕН Е, МЫ, 
Е РЕНН. Ш 
ЖЕ} 12.31 ЧНУ D 是 拟 强 连通 时 ,DD 才 有 有 向 生 
Ж. | 

[证 明 ] ЖЖ p ЖЕШ Ж Ш.Б А D W.S +З 
R—B 8 8188. 

反之 ,如 果 D 咏 氢 强 连 通 的 ,我 们 可 以 逐次 删 去 所 有 的 
不 破坏 拟 强 连通 社 的 弧 , 当 不 存在 这 种 弧 时 ,由 定理 12. 3. 2 
的 (5), 所 得 到 的 子 图 就 是 所 要 求 的 有 疝 生成 树 。 E 

定义 12. 3.4 EAHA НЕНИЯ 
(leafage) ,其 他 顶点 称 为 分 枝 顶 点 (branch vertex) 。 由 根 到 某 
一 顶点 "的 道路 的 长 , 称 为 顶点 的 层 数 (level) , 

图 12. 3-3 表示 一 个 有 七 个 顶点 的 有 向 树 。z 是 它 的 根 ， 
Иди, о, 的 层 数 为 1, 顶 点 зо 的 层 数 为 2, 顶点 vw 的 
| BKH 3, 顶 点 лат: 和 Us Ж, о, +05 是 分 枝 顶 点 。 
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一 株 有 向 树 的 画 法 是 多 
种 多 样 的 。 图 12.3-4 中 的 人 (a) $ йз 
ЖО 12. 3-3 所 示 的 有 
向 树 的 另外 两 种 车 法 ,图 12.  “ Ё2 
3-3 是 按 自然 生长 情况 画 的 ， 
但 是 在 实际 应 用 中 , 绝 大 多 数 v B1 
有 向 树 是 以 根 在 上 面 , 叶 在 下 
ШУЛ = Bi H: #J ОШ 12. 3- | во 
40а), (5) 所 男 的 那样 ) 。 | 

在 上 面 我 们 讨论 的 有 向 图 12, 3-3 
树 中 ,没有 考 虚 问 一 层 数 上 的 


图 12. 3-4 
顶点 次 序 。 例如 | 司 12, 3-4 H, (a) ,C5) 所 表示 的 有 向 树 是 相同 
的 ,但 是 在 有 些 开 体 问 题 中 (譬如 编码 理论 和 计算 机 程序 )? 常 
常 要 考虑 同一 层 上 的 顶点 的 次 序 。 


定义 12.3.5 如 果 在 有 向 树 中 规定 了 每 一 层 上 的 顶点 
的 次 序 , 这 样 的 有 向 树 , 称 为 有 序 树 (ordered tree), 
一 般 地 ,在 下 出 的 有 序 树 中 ,规定 同一 层 数 的 顶点 的 次 序 
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为 从 左 到 右 ,我 们 也 可 以 规定 用 边 的 次 序 来 代替 顶点 的 次 序 。 
12. 3-4(e), РИН НА. 

下 面 我 们 给 出 用 有 序 树 表示 一 个 加 括号 的 代数 式 的 例 
+. 

例如 代数 式 


©; + o, (o, + 22) 


АЛЬ #1 НЕ 12. 3-5). 

树 中 的 叶 表 示 参 加 
运算 的 元 堆 , 分 枝 顶点 
表示 相应 的 运算 。 运算 
的 次 序 是 先 左 后 右 , 自 
下 而 上 。 在 分 枝 顶 点 上 
的 运算 指示 ,只 和 在 其 
左右 子 树 均 已 变 成 数 或 
式 子 时 才能 进行 用 有 
序 树 表示 算术 表达 式 的 
方法 ,在 书写 机 器 指令 
的 编译 程序 时 是 很 有 用 
的 。 Ё 12. 3-5 

定义 12.3.6 如 果 在 有 向 树 ( 或 有 序 树 ) 中 ,每 个 顶点 o, 
有 degt (о) т 则 称 这 个 有 向 树 ( 或 有 序数 ) 为 т 元 有 向 树 
(т 元 有 序 树 ); 如 果 对 每 个 顶点 v, 有 

degt (v) = т & degt (v) = 0 

则 称 这 个 有 向 树 ( 或 有 序 树 ) 为 完全 mr 元 有 向 树 ( 或 完全 mE 
有 序 树 ) 。 

例如 图 12. :-6(a)? 所 示 的 是 三 元 有 序 树 ,图 12. 3-66) ВЕ 
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示 的 是 完全 二 元 有 序 树 。 完 全 二 元 有 序 树 又 称 为 二 叉 树 (bi- 


пагр tree), 


图 12. 3-6 
EEZ EAFA 
中 ,每 个 顶点 可 由 数字 0, 
1 编码 表示 , 根 不 编号 。 层 
一 上 的 预 点 用 1 位 数字 编 
号 , 左 为 6 右 为 1; 层 二 上 
的 顶点 用 2 М. 
H Æp A H 00.01.10, ою 001 110 111 
11; 层 三 上 的 顶点 用 3 位 
数字 编号 ,由 天 到 右 为 
000,001,010,011,100,110,111, 如 此 等 等 。 对 应 于 树 的 时 的 
编码 集 组 成 一 个 和 前缀 编码 。 例 如 留 12. 3-7 的 树 , 它 的 前 缀 纺 
码 为 {000,001.01,10,110,111}) ,不 同 的 定位 二 元 有 序 树 对 应 
不 同 的 前 缀 编 砂 。 这 种 表示 方法 是 便于 电子 计算 机 的 存储 方 
式 。 


图 12. 3-7 
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习题 十 二 


12-1 证 明定 理 12.2.4。 

12-2 Ë D 2 “有 向 连通 图 ,对 任意 的 wxEY(D), 均 有 degt (о) = 
deg an WM DA- :有 向 道路 。 

12-3 ”如 果 厂 有 向 图 Әф, Е ЖЕ рТ НА Й 
链 , 则 称 该 有 向 闭 链 为 有 向 欧 拉链 。 存 在 有 向 欧 拉链 的 有 向 图 , 称 为 有 
向 欧 拉 图。 EA: ТПА оК АКУ D 中 任 一 顶点 的 出 
度 和 入 度 相 等 。 

12-4 证 明 ; 行 向 欧 拉 图 的 基础 图 必 为 无 向 欧 拉 图 ,但 反之 则 不 一 
定 。 

12-5 ТЯ НЕЕЕНИЖЫН? 若是 ,作出 它们 的 有 向 欧 拉 

链 。 


题 12-5 图 

12-6 ЯТ ЕЕЕ. 

12-7 I D E T R ЕУ Г, ЕВН. D H TR 5 55 k h À Е 
5%. 

128 ЧОН. A 3, B ЖЇН Эй ЧП ба 
同 向 的 , 称 D ЕГО ГК. A: Ж D 是 严格 的 有 向 图 , 则 D & # E: 
朗 不 小 于 maxi .站 ) 的 有 向 道路 {其 中 65- ,8+ 分 别 表示 局 的 最 小 人 
度 和 最 小 出 度 )。 
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Ei 12-6 图 

12-9 若 户 是 心 格 有 向 图 , 且 maró", ĝt} =>, Е.Р 
长 度 不 小 于 4 十 1 ЕНА. 

12-10 证 明 (, 有 一 个 定向 忆 , 它 的 每 一 条 有 向 道路 的 长 均 不 大 于 
ARKE). 

12-11 ИТ НАУ S A 105.5) 1222, ДІК 
菲 平 凡 有 向 图 局 是 弧 连 通 的 。 证明; 非 平凡 有 向 贸 D 是 双向 连通 的 
充 要 条 件 是 它 是 ПЕВНУ. 

12-12 画 出 - -个 连通 无 根 的 有 向 树 。 

12-13 ШНЖЖАА y= 31п(бт-+Е1)—а/х° Ж. 
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第 十 三 章 ШЫНАН Жек 


第 六 章 我 们 计 论 了 无 向 图 的 伟 阵 表示 ,这 一 章 讨 论 有 向 
图 的 第 入 表示 。 丰 向 图 的 矩阵 表示 与 无 向 图 的 怎 阵 表示 有 许 
多 类 似 之 处 .因此 .在 这 一 章 中 ,有 些 内 容 的 讨论 村 简略 些 ,而 
着 重 指出 有 向 图 针 阵 表示 与 无 向 图 矩阵 表示 的 不 同 之 处 。 
本 章 考 虑 的 也 是 连通 的 简单 图 。 


13.1 ”关联 矩阵 


ЖУ 13.11 TD EA p Tü ЖИНА. $ 
1, EM j 与 顶点 i 关联 , 且 i ЖЖ 7 的 起 点 ; 
m 一 |- БКИ, НА; 
0, 春 弧 j 与 顶点 i 不 关联 ， 
则 称 由 元 素 0-1,2, 
bij=1,2,--- ЖИ p >x 
q Ж ЕЖЕ hI p 的 完全 关 
联 矩 阵 , 记 作 M.。 

АМ. 中 去 掉 一 行 , 且 
KA p 一 1 的 矩阵 , 称 为 了 
的 关联 矩阵 , 记 作 M. 

例 13.1.1 ЖЕ 13. 1-1 
所 示 的 有 向 图 DA £ £ 339 
Ё. 
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DD 的 完全 关联 矩阵 是 


a b c d f Е 
1(1 0 о о 0 0 —1 
ма ЕЕ 0 0 о о 
зо 0 —1 1 —1 0 0 
4|0 o о о 1 1 0 
510 1 0 —1 0 —1 1 

D Я Ek JE f 
a b c d e f & 
то 0 0 0 0 —1 
M=2|—1 —1 1 о о о 0 
з|о 0 —1 1 —1 0 0 
ао 0 0 0 1 1 0 

顶点 5 为 参考 点 ， 


EH 13.1: 设 有 向 图 也 有 pp 个 顶点 ,那么 了 D 的 完全 
ХЮ ВЕ М. ВВЕ p—1, 

这 个 定理 可 以 仿照 定理 6. 1. 3 来 证 明 , 只 是 在 这 里 ,我 们 
把 矩阵 的 元 素 看 成 是 在 实数 域 中 , 即 向 量 对 应 元 素 的 加 法 是 
普通 实数 的 加 法 

和 定理 6. 1. 4 类 似 , 我 们 有 下 面 的 定理 。 

定理 13.1.2 РАННЕЕ РИН M 的 一 个 
大 子 阵 是 非 奇 异 的 充 要 条 件 为 此 大 子 阵 的 列 对 应 万 的 一 标 
生成 树 的 树枝 。 | 

# lB] 8] Ж КЕРЕН ЧЕ ñr К РНЕ КЕНЕ: 

定理 13.1.5 МЕНЕЕ р ЭВ ЛЕ 
奇异 大 子 阵 , 那 … М, 的 行列 式 的 值 为 1 或 一 1。 | 

[证 明 ] ВЕЕ м, 中 至 少 有 一 列 仅 有 一 个 非 零 元 素 。 
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БЖ. М, НЕ л. Ж. м1, — 
个 为 一 1 。 把 对, 的 前 p 一 2 行 都 加 到 最 后 一 行 , 那 么 最 后 一 行 
的 元 素 均 为 零 . 这 与 М, 是 非 奇异 的 假设 矛盾 。 设 Mi 中 第 天 
列 的 元 素 除 т. = 1 外 ,其 余 的 元 素 均 为 零 。 把 1M:1 按 第 有 
列 展 开 , 有 
МИ =+ (— М, | (13. 1-1) 

H+ М» EIM | 中 ma 的 余子 式 。 T£ 对 xs 至 少 有 一 列 仅 有 
一 个 非 零 元 素 . 否则 可 以 推出 1Ma|= 二 0; 从 而 由 (13. 1-1), 有 
ІМ, | ==0,Х Б КЛ. [ 

Я Ma 中 第 s 列 除 第 ~ 行 的 元 素 为 1 或 一 1, 其 余 元 素 均 
为 零 , 则 有 

М =+ (— Dt D ОМ, 

HF | Mar | Œ | Ма IPER т = 的 余子 式 。 ИН 可 知 
ІМ,1= +1, № 

ХЕ. РОАН 2 8] Р Эе МК 
一 个 图 的 生成 村 。 下 面 我 们 来 求 出 一 个 图 的 全 部 互 异 生成 树 
的 数目 公式 

毕 内 - 柯 西 定理 PQH мхи nX m EE пя, ЙН 
PQ 的 行列 式 是 上 fll Q ЙАЛТ А КУ РУ ЖТ ЖА, ЖЕ Н ЖП , ВП 

ае) = 2 я о инкар) 


атн РНОЖЕХНЯКЯЖЕН РФ isis P) Q 
Мл. sin 行 组 成 ， ш РЕХТ hoi, У.О Я 
TARIAN: iiris То 


毕 内 - Е НЕВА 下 面 举 一 个 例子 。 


3 11 
r=, _ | J Q= |2 —3 
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已 和 纺 对 应 的 大 行 划 式 分 别 基 


1 ~- 1 1 —1 2 3 2 —3 
КИШИ НИНЕ iek s 
由 毕 内 - 柯 西 定理 ,有 
il 1 —1 
det{ PQ) = 
kas h - all p 0 |» 1 | 


2 一 3 
+ 
—14 


= (— 1>(— 1) + 4 X 1 + 11 X 2 = 27 
定理 13.4.4 ERAD 的 全 部 生成 树 的 数目 是 
det CMMT) 

其 中 好 A D ХОН, 

[证 明 ] В, ВНЕ M 满足 毕 内 - 柯 西 定理 的 条 件 ， 
故 由 毕 内 - 柯 西 定理 有 

det(MMT) = SM 和 MT 的 对 应 大 行列 式 乘积 ) 

(13. 1-2) 

因为 当 且 仅 当 1 的 大 子 阵 的 列 对 应 万 的 一 棵 生成 树 时 ,此 
КРТ ЯН, 再 由 定理 13.1.3 知 , 的 非 奇异 大 子 
阵 的 行列 式 的 值 为 1 或 
一 1, 于 是 由 (13. 1-2) 式 ， 
有 


Че(ММТ) = У) (D 
£ i + A 


= ЕШШ, в 
例 13.1-2 来 图 13. 1-2 
所 示 的 有 向 图 的 生成 树 的 数 
Я. 
рН ЯМ 
n. 


0 0 一 1 0 一 1 一 1 
而 
3 一 1 一 1 
ММ" 一 | 一 1 3 -1 
一 1 一 1 4 
于 是 
3 一 1 一 1 
deti ММТ) = |—1 3 —1[=24 
—1 一 1 4 


顺便 指出 ,图 13. 1-2 所 示 的 基础 图 的 生成 树 的 数目 也 是 24, 因此 ， 
对 无 向 图 G 来 说 , !! 要 对 G 任意 定向 , 青 利 用 定理 13. 1.4。 使 可 求 出 G 
的 生成 树 的 数目 。 


13.2 МЕ 


有 向 图 的 环 路 是 指 和 它 对 应 的 基础 图 的 环 路 再 加 上 一 个 
方向 ,直观 上 ,有 向 图 的 环 路 可 以 用 一 个 第 头 来 表示 。 有 向 图 
环 路 的 方向 可 以 根据 需要 任意 选择 。 
定义 13.2.1 设 品 是 一 个 有 p 个 顶点 ,g 条 弧 的 有 向 
м. + | 

1, 若 弧 j 在 第 i 个 环 路 中 ,上 且 弧 的 方向 与 
环 路 的 方向 一 致 ， 

b;=4—1, ИЕ: ЛИН, НИНЫ 
环 路 的 方向 相反 ; 

0, EMI PEHR: P, 

Жкн 224 В 1,2,5 РТ —];)==1,2,+* ,q)8J НУНО 
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(221: —1) Ха 第 阵 为 有 
向 图 D НЕ, iU 
fE B, TERE Е В, 的 一 
个 秩 为 g 一 p 十 ! 的 (9 一 户 
+1) Ха Я J D м 
ЕВ. 

Я 13.2.1 Ш 13. 2-1 BE 
示 的 有 向 图 D. D 的 所 有 国 和 
环 路 如 图 13. 2-2 гл 
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олеш ` 
а b с а е f £ 


Gro 1 —1 0 0 0 —1 
С. | 1 1 —I 0 0 —1 0 
CG | 一 1 一 1 1 —1 —1 0 0 
бро 0 Q 0 1 —1 
1-1 0 0 —1 —1 0 -1 
C, 0 0 0 —1 —1 —1 0 
C L 1 —1 —1 —1 —1 —1 
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定义 13.2.2 B DEA p Л, 条 弧 的 有 向 连通 
ТЕР _НАЫ. D 的 基础 图 关于 生成 树 T 的 基本 
圈 再 加 上 该 圈 的 六 向 ,叫做 也 的 基本 图 。 由 也 的 g 一 p 十 1 个 
基本 图 为 行 ,q 条 浙 为 列 构成 的 (gq 一 十 1) ха РЕ, RA D 
的 关于 生成 树 工交 基 本 图 矩阵 , 记 为 By。 

如 果 我 们 规 宇 基本 圈 的 方向 与 该 基本 图 所 包 人 台 的 连 枝 的 
方向 一 致 ,那么 有 向 图 品 的 基本 图 矩阵 也 可 以 写成 如 下 分 块 
矩阵 的 形式 ， 

В, = ПИ Bad) 

例如 图 13. 2-1 所 示 的 有 疝 图 ;关于 生成 树 T= (a,b,c, 

аА Нуга ТЯ 13. 2-3 所 示 。 


Е 13. 2-3 
于 是 有 向 图 DP 关于 生成 树 荆 二 (a,b,c, d) МЕЖ ВЕ 
是 
e у Ё а b с а 
С f 1 0 0 1 1 —1 1 
с 1 0 —1 —1 1 0 
с, 10 0 1 0 —1 1 0 


E 13.2.1 ЯМ. Я B, 分别 是 有 向 图 DD 的 完全 关联 

和 矩阵 和 完全 图 盾 阵 ,如 果 它 们 的 列 按 相 同 的 弧 的 次 序 排列 , 那 
А 

M.B? = 0, В,МТ = 0 (13. 2-1) 

[证 明 ] #19: BE 6. 4. 2 的 证 明 一 样 ,把 M. 和 В, 4 

H, РЕН НЕ ЕЕ М.В: 中 第 ; 行 和 第 7 列 的 元 素 是 


4 
Мв 一 > Imba ‹13. 2-2) 
kmi 


4M k S TB Е ВНЕР j PAEA i E j 
ФОЕ, maba A0. R i EIR j 中 的 度 为 偶数 。 如 果 有 两 条 
Mr 与 顶点 i 类 联 ,那么 在 M, 的 第 i 行 中 含有 两 个 非 零 元 
Ж zt 和 mi, 而 在 В. 中 第 j 行 的 对 应 元 素 是 ar 和 bas (13. 
2-2) 中 其 余 的 项 为 零 。 于 是 

М.В? = т, + тб, (13, 2-3) 
利用 穷 举 法 不 难 证 明 式 (13. 2-3) 为 零 。 因 为 环 路 j 中 的 两 条 
„5 与 顶点 i 关联 情况 有 下 列 八 种 (图 13. 2-4): | 


r ч г, ЕЈ г, х г, к 
Cay Ф (сэ (41 
г 5 г 5 y . Ч г 4 
te) cf); ` te) (h; 
图 13. 2-4 
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对 图 13. 2-4(a) 所 示 的 情况 т, = — 1, т 1,6, 1,6, 
一 1, 故 有 
М,ВТ = 0 
同样 可 以 证 明 其 余 七 种 情况 。 和 如果 和 项 点 关联 的 有 2 Ж 
弧 , 则 有 


Бы, + тыр йн С 


MB} = т.б. + m, b, 十 … + m, 
= (mib, í т.Б.) + А бт ба, F тб) 
由 上 面 的 证 明 可 知 , 上 式 右 端 每 个 括号 内 的 和 均 为 零 , 所 以 


MBT = 0 
TEER М.В лю, 
М.В? = 0 
x f 
М.В? = (М,ВТУТ = 0 ü 


定理 13.2. 2 有 个 顶点 ,q 3691 BJ ТИЕШ D 的 完 
ЖЕРЕН ЖКА g 一 p 十 1。 
[证 明 ] 想 据 线性 代数 中 的 席 勒 维 斯 特 (Sylvester) 定 
理 , 设 P= P... Q=Q.x,. ?如果 PQ 二 0, 则 有 
РЕЖ + ОШ Ж < s 
不 难得 出 定理 13.2. 2 的 结论 。 
ЖЖ М. R: pXq НЕ, ВТ Вах (0 -ОЖ Е, ВЯ 
M. 本 一 0。 由 席 勒 维 斯 特定 理 , 有 
М, ЮЕ + ВГ < 9 
而 М. УФК p 1,0 
ВТ 9 — p + 1 
EM В, 的 秩 委 9- p 十 1。 
ХА: ERE A Wa: ЗЕ Е, її ЖЕ ШП PE: B 
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秩 是 9 一 p 十 1, 所 以 
B. 的 秩 之 gq 一 pp 十 1 
于 是 
В, Ш = q — p + 1 I 
定理 13. 2. 3 有 向 连通 图 D HAER B 的 一 个 大 子 阵 
是 非 奇 异 的 充 要 条 为 该 太子 阵 的 列 对 应 某 生成 树 的 连 枝 ， 
这 个 定理 的 证 明和 定理 6. 2. 4 完全 类 似 , 只 是 对 有 向 图 ， 
Зая Е С 的 元 素 是 1, 一 1 和 零 。 对 和 矩阵 中 元 素 的 运算 是 
实数 运算 。 
定理 13.2.4 设 有 向 图 D 的 关联 第 阵 和 基本 图 抢 阵 分 
别 是 
М = Mu Мул), В; = (І В) 
其 中 Mi 的 列 对 点 某 生成 树 的 连 枝 集 ,那么 
В = И — МОМ!) (13. 2-4) 
[证 明 ] 因为 
Мт 
В.М" = 1 Bpa м 
— МТ, + В.М = 0 
故 有 
МҮ 一 一 B, MT, 
因为 Mi 是非 奇 定 的 ,所 以 
Ву 一 一 МТ, Мт)" 
于 是 
В, = [I 一 MT, (M1,) 1] || 
Я 13.2.2 1:19 13.25 ARAE HE Р ri, D HRE K RA 
点 4 为 参考 点 ) 是 
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11 0 0 0 1 一 1 1 
м2) 1. 0 —1 —1 0 0 

31-1 1 0 0 1 0 
К T=la,b,c) 为 生成 树 。 


这 里 
о 1 
МЇ, = |0 о 
Ò —I 
1 - 
МТ = |-1 ù 
1 Ú 
和 矩阵 MI SE БЕЗЕ 
0 ü 1 
(Mt = |— 1 0 1 图 13.2-5 
0 1 1 


矩阵 MM 和 (CMY) :的 乘积 是 


一 1 一 1 0 
Мом) = | 0 1 1 


0 —1 
于 是 
4 е f а b c 
Bp-i! 0 0 1 1 1 
B 1 0 0 —1 —1 
оо 1 —1 0 1 
13.3 НЕЕ ` 


在 这 一 节 我 们 来 讨论 有 向 图 的 割 集 矩阵 , 先 给 出 有 向 图 
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断 集 的 定义 。 

定义 13.3.1 ARA РИ S 是 相应 的 基础 图 的 断 
集 再 加 上 一 个 方向 :如 果品 JI AS VEAR V. MYV, 
则 S 的 方向 规定 为 从 У, E V, REA У, У, РМ 
集 5 按 从 Vi 到 ,来 定向 ,那么 5 的 一 条 弧 (u,v), 当 其 端点 
“ 在 У, о, ЖҮ, Ф, ЖК1% 3 Д ВЭ S 的 方向 一 致 , 否 
则 相反 。 

ЖЕ, #8: s 
的 方向 可 以 用 一 -个 
箭头 来 表示 ,如 图 
13. 3-1 Я. 

E A 
下 ,需要 重新 画 出 
D 的 基础 图 ,才能 
НЗ лн 
WI. AEN Y, 
用 虚线 表示 断 集 的 方法 ,不 是 在 所 有 人 情况 下 都 是 可 能 的 .下 面 
我 们 就 害 集 ( 即 断 集 的 特殊 情况 ?举例 说 明 。 

МПа Ф {a.d fl 13. 3-2(a) 所 示 的 有 向 图 万 的 
一 个 割 集 。 困 为 相应 的 无 向 图 的 割 集 无 法 用 闭合 曲线 切割 的 
方法 来 表示 ,但 盐 如 果 把 五 改 画 成 如 图 13. 3-2(5) 所 示 的 图 
形 , 那 么 割 集 {a,r .a,f} 就 可 以 表示 出 来 了 。 

也 可 以 用 其 他 方法 来 确定 断 集 的 方向 。 例 如 选 定 两 个 顶 
点 wzraEViozeT ,我 们 就 说 断 集 的 方向 是 从 顶点 z 到顶 
点 U, 

在 无 向 图 中 ,有 

ЕУ, X Va) = EWV, ХУ.) 


图 13. 3-1 
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W 13. 3-2 


所 以 无 向 图 的 车 集 可 以 表示 成 ЕСУ, XT) 的 形式 。 但 是 在 有 
向 图 中 上 面 的 等 式 不 成 立 。 有 向 图 的 断 集 表示 成 
5 = E(V, XV)U ЕСИ, x V,) 
ШЖ ЕСУ, ХУ, ЕСУ, ХУА 25 Н.Х PE WJ Ir 
集 称 为 有 向 断 集 (directed seg), 如 果 这 个 斯 集 是 割 集 , 刚 称 为 
有 向 割 集 (directed cutset ) 。 
例 13.3.1 Я П 13. 3-3 я. 


13. 3-3 
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РЕВО ИРЕ 

5 = E1} X 1DU EUI) X {1}) = {a,b} 

S, = E({2} x 2р U EUZ} x (2)) = {а,4,е} 

5, = Е(3} х .3)) U ЕЦЗ} X (3)) = {b,c,e} 

$: = E4} Xx FpD U EGA X {4р = {c,d} 

$; = Е({1,2} + (1.2) U ЕС{1.272} X (1.2) = {6,4,е} 

Se = Е({1.3} < (1,3) U EC((1,3) X {1,3}) = (асе) 

5, = EC{1.4) x {4p U ЕС{1,4} X {1,4}) = {a,b,c,d} 
HE S,.S,.S;.S, 是 有 向 割 集 ,$ 是 断 集 ,Sy 的 方向 是 从 У, = {1,4} 81 
У, = {2.3}. REE TR. S: 的 方向 是 从 顶点 工 到 顶点 2, 
ЖХ 13.3.2 设 九 是 有 户 个 顶点 ,9 条 弧 的 有 向 连通 
图 , 令 | 


р, 若 弧 7 了 在 断 集 ;中 , 且 狐 了 的 方向 与 
断 集 :的 方向 一 致 
gj 一 1 一 1， ЖИ: НУУ 
断 集 i 的 方向 相反 
0， ЖЩ Казат iF 
则 称 由 元 素 9501,2, 56,2771 —1, 71,2, 9) 构 成 的 
(21—12 хо EA D ее, ИМЕ QQ。 在 完全 制 
ЕЕ p- 1 的 (pp 一 1)Xe 和 矩阵 称 为 万 的 割 集 矩 阵 , 记 
fE Q. 
定义 13.3.3 iDEA p T Ü д 条 弧 的 有 向 连通 
ETE DHR ERR. D 的 基础 图 关于 生成 树 T 的 基本 
割 集 再 加 上 它 的 六 向 ,叫做 忆 的 基本 割 集 . 由 的 # 一 1 个 基 
НЕТ ЖАНА D Xg ЖЕ, ЖУРН 
TERR T 的 基本 割 集 矩 阵 , 记 作 ©. . 
基本 割 集 的 方向 通常 取 基本 制 集中 生成 树 的 树枝 的 方 
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9. ИЖЕ: ВЕНАХ, 
©; = (©, D 
FB ВЕ ГУРИН, = 
例如 ,图 13. 3-3 ARETA HAH ЕН ЖЕ РЕ 
а b Е а е 


“ра 0 0 1 1 

Х| 0 —1 —1 0 一 : 
Q -so 0 1 —1 0 

о —1 0 —1 —1 

sli o 1 о 1| 

x l-1 1 1 —1 0 


例如 ,在 图 13. 3-1 所 示 的 有 向 图 D 中 取 生 成 树 了 = (а, 
d,e} ;那么 吕 关 于 了 的 基本 割 集 组 是 

51 = Е((2,3,1} X {1)) U G1} X (2,3,4)) = {asb}. 

5, = Е({1,2.3} X (41) U d4} X (1,2,3)) = {esd} 

5: = Ё({1,2,4} X (3)) U {3} X {1,2,4}) = (B,c,e) 
其 中 5, МЕ A {2,3,4} 3) {1}, ЩИ Ж а Bj r ‚$, 的 方 
9 {1,2,3}511 (4), ИЕ d 的 方向 ,Ss 的 方向 是 从 (1,2， 
4} 到 {3}, 即 树枝 4 的 方向 ,于 是 DATERA T= {a,51c} 的 
ЕЖЕ 

b c a d е 

S[—1 0 1 0 0 
“slo —1 o 1 0 

Sl 1 1 оо 1 . 

ТЕ Ж ЕЕЕ p SHE РЕ Q, 的 秩 的 一 个 定理 ， 
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©, 


证 明 的 主要 思想 是 ,把 Q. 的 行 向 量 表示 成 M. 的 行 向 量 的 线 
HAA. Х.н A 的 秩 便 可 得 出 Q& 的 秩 。 

定理 13.3.1 ИРИНЕ, АРИЯ 
ЖЖ ЕЕН ЕДЕ р 一 1。 

[证 明 ] УНИИ ЕСН Q, 中断 集 
S ERARI TE t. 

设 某 一 个 断 集 为 

S; = E(V, ХУ U ЕСТ, хУ,) 
ЕЖУ, = (01,02,0000 ,根据 定理 5.3.3, 有 
s = 5, $5, Ф: © 5, 
这 里 
5, = ЕС} X и} U ECD} X {т)),Ё = 1.2, т 

是 关联 集 。 

我 们 来 证 明 


RS) = DRS, ) (13. 3-1) 


其 中 S, 的 方向 是 从 V, 到 7,5, Е в}. 
E: S: 中 的 一 条 弧 ,w, 和 v, EM e 的 两 个 端点 кый 
Аъ, Al о. >, € V, ЖЖ ЕТ, ХЕ RSE e 这 一 列 中 是 
1%Ж#—1,Шж ео € V, ВА RODE е] JE 1.。 因 为 在 
S.S; Sh, 1148 5, З e, НЕ RCS;) 中 在 e 这 一 列 中 
也 是 1, 故 等 式 (13. 3-1) 成 立 。 

同样 可 证 明 , 当 ET 时 ,等 式 (13. 3-1) 也 成 立 。 

设 e 不 是 断 集 S, ЖЗ, BRM e 也 不 在 Sassa 
S. 中 ,等 式 (13.3.1) 显 然 成 立 。 假 如 弧 e 至 少 在 这 些 关 联 集 
之 一 中 , 设 e 的 两 个 端点 为 w A v, E e bA HEA v о. 
因为 不 在 5, 中 .所 以 w о. НУ, ЖЕ V, 中 ,不 失 一 
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ВНЕ, Я Тилли, 则 在 S, ү, 9 “5, PRE 5, 和 Sai 
Ж e. EE, RCS, :的 ce 这 一 列 是 1, 而 RCS, е Х—ЭЖН®—1, 
故 在 这 种 情况 下 ,等 式 (13. 3-1) 也 成 立 。 | 
Ки. Ж {ШЕ К S ARARA (o 38] 00), im 
果 不 作 这 样 的 假定 ,等 式 (13. 3-1) 可 以 写成 
RS = D kS) (13. 3-2) 


kæ] 


其 中 
|. ШЖ Sa 的 方向 是 从 {vw} 到 {vw} 
| - 1: 如 果 5, H EEA (6, } Ца, } 
这 是 因为 ,根据 人 碍 沿 图 完全 制 集 矩 阵 的 定义 ,R(S,) 乘 上 一 1 
相当 于 改变 5; 的 方向 。 等 式 (13. 3-272, ЖО. 的 行 向 量 
可 由 А, 的 行 向 可 线性 表示 ,4, 的 秩 是 p—1,Q, 的 秩 也 是 p 一 
1. | 
定理 13.3.2 RQA B ¿HU IE] E| ИЖЕ 
图 矩阵 , 则 有 
QBT=0, BQ =0 
定理 的 证 明 与 定理 6. 4. 5 完全 相似 ,这 里 就 不 再 重复 了 。 
和 定理 6. 4. 6 类 似 ,对 有 向 图 来 说 ,有 下 面 的 等 式 ， 
©; = (8, D (13. 3-3) 
В = П — Ө 2 (13. 3-4) 
举 一 个 例子 ， 对 图 13. 3-1 所 示 的 有 向 图 D,DD 关于 生成 
У Т- {asd e) ЕЖЕ 
b c a d e 


ER 


于 是 


b с 

—1 0 
ra = 0 — 1 

1 1 


由 式 (13. 3-4) 得 7 关于 生成 树 了 = {asd e) Hk [ ЖЕЕ 
b с а а `e 


B -Orl 0 1 0 —1 
(о 1 0 1 1) 
习题 十 三 


13-1 SHALA Р 的 关联 矩阵 和 关于 生成 树 了 = {a,b5,c,d} 的 
ЕЕЕ ИНЕ IAS EE, 


题 13-1 图 


13-2 求 13-1 是 中 有 向 图 也 的 完全 圈 知 涟 和 完全 荐 集 矩阵 。 


13-3 写 出 有 襄 图 的 关联 给 阵 和 关于 生成 树 全 = {a,5,c,d} 的 基本 
医 和 矩阵 与 基本 制 集 提 : 阵 。- 


13-4 证 明定 型 13.1. 1。 
13-5 证 明和 定理 13. 1. 2。 
13-6 ЕЕН А 13.2.3. 
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Æ 13-3 图 
13-7 KFI НЕЮ НН Ня). 


题 13-? 图 
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第 十 四 章 ”运输 网 络 


这 一 章 我 们 以 运输 网 络 为 例 , 介 绍 网 络 的 流 及 其 有 关 的 
问题。 网 络 流 的 理论 在 广泛 的 领域 里 具有 重要 的 应 用 。 

本 章 的 内 容 是 : 流 和 割 的 概念 ,最 大 流 最 小 制定 理 以 及 确 
定 最 大 流 的 标记 法 。 | 


14.1 网 络 的 流 


ФУ 14.111 设 N=(V,U) 为 一 有 间 图 ,满足 

(1) V ЕЖЕ Х.У. ХЕ 
ЛЕХ, У 中 任 一 顶点 的 出 度 为 零 ; 

(2) MRU БЕХ ОЕ ИНЖ c, HJ PR N 
为 一 个 网 络 (network)。 

X 中 的 顶点 称 为 源 (source),Y 中 的 顶点 称 为 汇 Csink)。 
茎 非 源 又 非 汇 的 质点 称 为 中 间 项 点 。 函数 с ВК N 的 窗 量 函 
数 (capacity function) 。 容 量 函 数 < ЛЕЩ а 上 的 值 称 为 a 的 容 
Ж. а (7, DH REH с(а) cli 7), ЖОЙ сб, Ј) 56 
с). ЖИЗ НЕ ЛК Ж ОСА ЮТЕЙ 
送 的 最 大 速率 或 香 作 输送 的 最 大 量 。 

这 一 章 主 要 讨论 具有 一 个 源 和 一 个 汇 的 网 络 。 

图 14. 1-1 表示 的 是 有 一 个 源 x 和 一 个 汇 у 及 6 个 中 间 
顶点 ль Os 00, * Us s Ü 的 一 个 网 络 ， 

下 面 我 们 来 引进 流 的 概念 。 
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14. 1-1 


网 络 МЧ ООУ: ўи ОНОЙ З РА 
ЖК, АБ Ор У а оор | 

如 果 我 们 把 网 络 中 的 弧 看 作 是 水 管 ,那么 容量 就 是 通过 
水 管 的 水 的 最 大 限度 , 流 列 是 通过 水 管 的 水 的 流量 。 

W NER -R z 和 一 个 汇 y 的 网 络 ,f ДЕЕ 2 ТЕЗДЕ 
UCN) 上 的 一 个 实数 值 函 数 ,V 和 V, 是 顶点 集 VLCN) 的 子 
RAV У) Е У, НЕ V, Ија 

КУБУ» = У Ка) 


а У) 
ЖХ 14.12 设 f 是 定义 在 UCN) 上 的 一 个 实数 值 函 
数 , 若 满足 
(15 
OSSE «ср, ARE a € UN) (14.1-1) 
(2) 
FENO = A(V ,四 ,对 所 有 的 中 间 顶 点 : (14. 1-2) 
则 称 了 是 网 络 入 的 一 个 流 (flow) ,F(z,V) 称 为 流 的 值 , 记 作 
ГИ 
条 件 (1) 称 为 容量 约束 ,条 件 (2) 称 为 守恒 条 件 , SGV) 
表示 从 顶点 i 流出 的 流 的 和 ,了 (V, 丫 表示 流向 顶点 ;的 流 
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和 。 
如 果 我 们 用 一 六 .表示 从 汇流 出 的 流 ( 即 流入 汇 的 流 )， 
于 是 条 件 (2) 就 起 | 
Jf... | 34 = т 
FGV) — РО, = | 1 天 工夫 2 对 所 有 的 i € V 
— f... i= у 
网 络 МИ ЖИ ЕМИЕ, р, рец}, 
称 为 网 络 М, ЧЕ Е, Вр 
Е = {fi j’ GD Є U) 
如 果 网 络 N 满足 定义 14.1.2 中 的 条 件 (1) 和 (C2), 则 称 
下 是 网 络 NN 上 的 可 行 流 。 
下 面 我 们 来 举 一 个 例子 。 
14.1.1 №11. 1-2 所 示 的 网 络 N +, ЛЯ ЛЕ 
区 的 容量 ,第 二 个 数 是 弧 的 流 ,例如 (>,1)=8,f(z,1y=4,:(1,2)=5, 
1,2) 一 ! 等 等 。 


PH 14..1-2 
不 难 验 证 ,网 络 N 满足 条 件 (14. LOMA 1-2), ®Н N 的 流 f 


的 值 /.„=8„ : 
定义 14 1 3 R EPA N 的 一 个 流 ,aEU(CN), 如 果 
flo) 二 0, 则 称 强 a Æ ФВ, Е (а) >0, ИК a E: -E 
的 ;; 如 果 Са) < Са), ШЕК а 是 f- 不 饱和 的 ;如 果 f(a)= 
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cla). 则 称 弧 a 是 f- -饱和 的 。 

需要 指出 的 和 ,每 一 个 网 络 N ,至 少 有 一 Аня. 因为 
对 于 所 有 的 弧 (. 疙 ,由 APG, 力 一 0 所 定义 的 函数 显然 满足 条 
件 (14. 1-1) 和 (14. 1-2) ,这 样 的 流 称 为 零 流 。 

上 面 我 们 讨论 的 网 络 常 常 称 为 运输 网 络 (transport net- 
work) , 运输 网 络 可 用 来 表示 的 物理 模型 是 多 种 多 样 的 。 网 格 
的 弧 可 以 用 来 表 人 城市 之 间 的 公路 ,电讯 局 之 同 的 通讯 线路 ， 
网 络 的 流出 可 以 长 示 输送 的 物质 量 ,速率 ,公路 上 通过 的 汽车 
НН В $. | 

ЖХ 14.114 ИГЕМАМ 的 一 个 流 , 如 果 不 存在 N 
В Л, Л... f... ЩЕ 为 最 大 流 , 记 作 t... 

运输 网 络 的 一 个 主要 问题 是 要 找 出 它 的 一 лаки 
Мы, KFL 1-1)? 是 一 个 不 等 式 , 所 以 这 个 问题 是 一 个 典型 
的 线性 规划 问题 .不 过 对 这 个 具体 问题 来 说 ,用 图 论 的 方法 较 
为 简洁 有 效 。 

我 们 来 看 一 个 求 运 输 网 络 最 大 流 的 例子 。 

有 若干 港口 Шз stir 和 Via о. ТН RR 
这 些 港 口 。 淮 备 把 在 港口 ua;:w，… :ww 的 某 种 物资 运往 港口 
ТА эта + "Do 用 т; 表示 在 港口 и: 准备 启运 的 物资 量 ;而 用 4, 
表示 港口 v Т: S BJ KM. АН aso, E AG ШЗ 
(G 力 来 表示 。 船 只 运送 物资 量 的 能 力 用 弧 的 容量 се, ЛЖ 
л. 何 题 是 ;这 样 的 设置 能 否 满足 需要 ? 如 何 组 织 运 输 ? 为 了 
解决 这 个 问题 ,我们 考 虚 一 个 源 z 和 一 个 汇 у 的 网 络 N: Ë = 
到 任 一 顶点 ww, 用 一 条 容量 为 c(z,z) 一 zw 的 弧 连接 。 自 任 一 
顶点 vw 到 у с, у) = а, 的 弧 连 接 (如 图 14. 1- 
3) 所 示 。 

这 样 ,问题 就 归结 为 求 出 此 网 络 N 的 一 个 最 大 流 , 这 个 

* 278 - 


сы) FA 
图 14. 1-3 


最 大 流 将 表示 在 尽量 满足 需要 的 情况 下 , 沿 着 每 条 航道 通过 
НН Я Е. 


14.2 9 


为 了 解决 求 运 输 网 络 的 最 大 流 问 题 , 这 一 节 我 们 先 来 讨 
论 割 的 概念 。 

ЖИ 14.2.1 设 N=(V,U) 是 只 有 一 个 源 z 和 一 个 汇 y 
的 网 络 ,V 是 VCN) 的 一 个 子 集 ,XEVi,yEVi。N dil (V,, 
TORRES N 的 一 个 割 (cub К. 

Я 14.2.1 在 图 14.2-1 所 示 的 网 络 N НН, V,= (z, 
vuz) = (озата у} Ж 

К = (V,,V,) = { (от), аи )} 

НЕ X HI, 9 N 的 一 个 割 是 分 离 源 和 汇 的 弧 的 集 
В. К ЖЩ k 8 ЖЕЗДИ S R 640. REIH с, У) 
ЖН (ЮЗ K 的 容量 ,于 是 

(Ку = yela) 
аЕ 


例如 ‚Я 14. 7.1 中 的 割 K= { (= .03) , Соз ‚мз } 的 容量 是 
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©; 9,5 т, 
图 14. 2-1 

18. . 

割 与 割 集 的 慨 念 是 不 同 的 。 割 K 是 按 有 向 图 来 定义 ,而 
割 集 则 是 按 无 向 图 来 定义 ,例如 图 14. 2-1 В (У,,У,) = 
(Соо), Солт, p 而 由 顶点 子 集 V, У, 确定 的 割 集 是 
(Curv), (94.92). nud) НУЛЯ, Г, ЖИ 
来 ,假如 把 N HNE М 不 一 定 分 离 成 两 部 分 。 但 是 ,出 于 
自 x+ 到 yy 的 任 一 有 向 链 必 售 有 割 (Vi, 玉 1) 的 一 条 弧 。 因 此 ,把 
МНЕ, - 定 把 HERE rA yi ARERR. X 
РЁ, АНУ, ,1 的 全 部 就 删 去 , 自 天 到 y 将 不 存在 任何 有 
向 链 。 

定理 14. 2. 1 设 网 络 N 的 流 值 为 fer (V1,V1) 为 N 的 
一 个 割 ,那么 : 

Ses = РС, ‚Ў,) 一 f(V, У) (14. 2-1) 
[证 明 ] 因为 
РУ) = /.., 
Ван") — JV w) = 0,0 £ х,у 
10, у) = — fa 
所 以 对 任意 的 入 三 V r€ X. yE X, 
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u x 


FRV — f(V ,X) = fag . (14. 2-2) 
у= ХОХ 代入 式 (14. 3-2), 并 注意 到 XnX=2,# 
Х,У) — f V ,X) = f(X,X U X) — f(X U X,X) 
但 
FRX U Xi= f(X,X) + f(X,X) — f(X,x ПХ) 
= f(X,X) + Х.Х) 
ЖКХ U X,Xi= f(X,X) + FR KR) — РХ Y X,X) 
= f(X,X) + J.X) 
于 是 
fO(X,X) + ГОХ, — f(X,X) — f(X,X) = fag 
即 | | 
fX: 一 f(X,X) = fay (14. 2-3) 
ERIE XCV 均 成 立 ,因此 等 式 (14. 2-1) 成 立 。 量 | 
′ Җ(14.2-1) AR АМИ ЛЕГ y 的 流 值 ， 
等 于 任何 分 离 + 和 у 的 割 中 流 的 净值 , 即 制 的 自 V 到 六 的 
НН V. 到 的 弧 中 的 流 的 总 体 。 
推论 14.2.1 ВО ТОМ МНЕ, Д 
fy < e(V,,YV,) (14. 2-4) 
[证 明 ] 对 任意 集合 下 ,有 
О.Ю > 0 
由 式 (14. 2-3), 
Р.Р, = У) гар 


ХЕХ 
由 于 Ареса р. 
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уз. >) ср = e(X,X) 


ХЕХ 
БКНЕ НО X 均 成 立 , 推 论 得 证 。 В 
定义 14.2.2 PLN 是 一 个 网 络 ,KK Jš N 的 一 个 割 ,如 果 
不 存在 N BS 人 "使 
с‹К'у<с(К) 
ДК Е N 的 最 小 割 ,最 小 割 的 容量 记 作 cain (К), 
推论 14.2.2 对 任何 网 络 N, 有 
Р SÇ с. (K) (14. 2-5) 


14.3 “最 大 流 最 小 割 定理 


前 面 曾 经 指出 ,运输 网 络 中 的 一 个 主要 问题 就 是 寻求 网 
络 的 最 大 流 .这 - - 节 我 们 来 证 明 一 个 定理 , 它 是 由 福特 (Ford) 
和 付 克 逊 (Fulkerson) 在 1956 年 提出 的 , 称 为 最 大 流 最 小 割 
定理 。 这 个 定理 ИПОН АЕ И. 关于 图 的 许多 结果 ,在 适 
当 的 选择 网 络 之 生 , 应 用 这 个 定理 往往 能 够 容易 地 获得 解决 。 
福特 和 付 克 进 给 出 的 证 明 是 构造 性 的 ,可 以 从 它 引 出 求 网 络 
最 大 流 的 一 个 算法 。 

定义 14.3.1 设 丸 为 一 网 络 ,N 中 相 异 顶点 序列 vw， 
Ç, |... ‚и, RAF 让 性质, 对 任意 的 rr 一 1,2,… ,nn 一 1), 或 者 
anu E RMR o ,vi) 是 一 条 弧 ,两 者 不 能 同时 出 
现 ,由 这 样 一 些 弧 组 成 的 序列 称 为 N 中 由 ww 到 wi 的 路 
(route). . | 
上 面 定 义 的 路 与 有 向 道路 的 差别 在 于 ,从 о, EH о В], 
允许 有 和 走向 相反 方向 的 弧 。 显 然 , 如 果 不 考虑 弧 的 方向 , 即 
把 骂 看 或 边 , 则 这 种 路 的 定义 与 无 向 图 的 道路 的 定义 是 一 至 
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的 。 

定义 14.3.2 设 顶点 序列 о, D ,0 ,vi 构成 网 
ЖМЖ, со yw)EUCV 时 , 称 (ww ) 为 前 向 弧 , 当 
Со ьо, Е U (МЭВ. Со, u, АМИ. 

例如 ,图 14. 21 中 ,顶点 序列 хлолу 是 一 条 路 ,其 中 
Crs) s (zn ui) sto y) ДЕН ГЇ › Co...) J Бе ИД , 

定义 14.3.3 i РДЕ М 的 一 条 路 ,如 果 P 卫 的 每 条 
前 向 弧 是 f- 不 饱 入 的 ( 见 定义 14.1.3), 而 了 的 每 一 条 反 向 弧 
E УЕ, ДК 是 了 不 饱和 路 ,否则 称 为 f- 人 饱和 路 ;一 条 
从 源 工 到 汇 > 的 不 饱和 路 , 称 为 产 可 增 广 路 ,从 源 到 汇 的 /- 
饱和 路 , 称 为 -不 可 增 广 路 。 | 

例如 ,图 14. 2-1 所 示 的 网 络 ,zvivsv4y 是 一 条 广 可 增 广 
路 .zeorzzwsy 是 一 条 г-жа. 

寻求 运输 网 党 的 最 大 流 问 题 的 通常 方法 是 : 先 任意 假设 
网 络 的 一 个 流 , 然 后 由 此 出 发 , 没 法 逐渐 增 大 流 值 。 这 里 我 们 
假定 弧 的 容量 为 让 整数 ( 若 弧 的 容量 是 有 理 数 , 则 可 化 为 整数 
后 再 进行 )。 如 果 自 到 yy 的 路 中 存在 一 条 路 ,其 所 有 的 前 向 
强 未 被 饱和 ,其 所 有 的 反 向 弧 具 有 正 值 的 流 。 在 这 种 情况 下 ， 
总 有 可 能 使 这 条 路 的 前 向 弧 增 加 一 个 正 整 数 e, ИН Б ТАЈМ 
的 流 减 去 ,而 同时 保持 全 部 强 的 流 为 正 值 县 不 超过 强 的 容 
量 。 这 样 做 ,不 会 破坏 流 的 条 件 , 同 时 也 不 会 影响 不 属于 此 路 
的 其 他 弧 的 流 。 但 是 NN 的 流 值 f., 则 增加 了 e. 所 以 总 有 可 能 
逐次 的 增加 了 .,, ЧН z Я y 找 不 到 可 增 广 路 时 ,就 不 能 再 
增 大 , 即 У. КИЕ. 

定理 14.3.1 在 任何 网 络 N 中 ,最 大 流 的 值 等 于 最 小 割 
HAR. 

Ры = Ca (K) 
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[证 明 ] 假设 流产 的 值 达 到 最 大 ,根据 这 个 流 定 义 一 个 
НУ У), НА (14. 2-5) ,要 证 明 这 个 定理 只 需要 证 明 这 个 
ИРАКУ, ОН, 

为 了 证 明 这 -点 ,我 们 作 - 一 个 集 人 台 太 , 它 的 递归 定义 是 ， 

(1) <€ V, 

(2) 若 iEV Я fG,p<cG,jy W] EF, 

#iev,#fmfl /(),0:>0, jEV, 

根据 V, 的 征 党 ,可 以 证 明 y€ V, 0 假如 不 然 , 按 У, 的 定 
义 特 有 一 条 自 z 到 yy BP rz 一 myz oz 一 此 路 的 全 
ATEI Со, оос 满足 

Рауш) сбое) 
ЖАК 6] соо Е 
Гб 0) > 0 
这 样 , 这 条 路 将 是 可 增 广 的 ,此 与 六 是 最 大 的 假设 矛盾 。 因 此 
VA y€ V,, - 

HETA. (V „У, Ж z ЯП у 的 一 个 割 。 同 时 按 У, 
МЕХ Е.Е СУТ), Д Со) с); (о.о) Є 
(V,,V D) (6.0 =0, W] ç НЫЕ У, 中 ,所 以 ,有 

ЈУ То = eV VT ЈО, У) 一 0 
这 样 ,在 式 (14.2 4) 中 ,将 有 等 式 成 立 , 即 
fas = e(V,,V,) 
而 此 割 的 容量 必 , 为 最 小 , 广 ., 则 为 最 大 ,否则 将 与 式 (14. 2-5) 
та. В 

从 定理 14. 3. 1 的 证 明 中 可 以 看 到 ,利用 逐渐 增 大 流 值 的 
方法 可 以 达到 寻求 最 大 流 的 目的 ,但 是 这 种 方法 实际 做 起 来 
是 有 困难 的 ,因为 没有 解决 如 何 寻 找 可 增 广 路 的 方法 ,下 一 节 
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介绍 的 标记 法 ,将 解决 寻找 增 广 路 的 方法 。 


14.4 ж 记 法 


确定 最 大 流 的 标记 法 (labelling method ) 分 为 两 个 过 程 ， 
一 是 标记 过 程 ,- -是 增 广 过 程 。 标 记过 程 用 来 寻求 可 增 广 路 ， 
amien 14. 3. 1 ЕНЕ И ШЖ V。 这 个 过 

只 需要 对 每 个 顶点 检查 一 次 ,就 能 找到 一 条 可 增 广 路 ; 增 广 
челине “路 的 流 增加 。 

在 标记 过 程 中 ,每 一 个 顶点 给 三 种 不 同 的 记号 。 对 一 个 顶 
点 慰 记 时 ,第 一 个 记号 是 下 标 i, 即 对 所 要 检查 的 顶点 ¿€ V, 
的 下 标 ;第 二 个 记号 用 “十 "或 “一 "来 标记 ,车 cG, j — fG., j) 
之 0, 划 记 为 “十” 字 , 车 了 (j, 站 之 0, 则 记 为 “一 "号 ;第 三 个 记号 
用 来 说 明 有 关 弧 上 所 能 增 大 的 流 值 。 

有 :标记 过 程 . 

А: Ях PRI (z, + co), ХВЕ z 称 为 被 标记 未 检 
查 , 其 余 巴 点 则 称 为 未 标记 ,未 检查 。 

А: 任 选 -个 已 标记 未 检查 的 顶点 i, 若 顶点 j 与 i 邻 
接 且 尚未 标记 , 则 | 当 

(а) G DEUGD SSG, р, ВЕС, + ‚Е 
СЭ. 03) = шие Фе рта, ZARR j E 3 
记 , 未 检查 。 

(Q) CU, SGD В, j REG — ‚О, Е 
中 Ee( 门 二 min{fe() .A(j) 门 ) ,之 后 称 j 已 标记 ,未 检查 。 

(с) 与 顶点 i 邻接 的 顶点 者 被 标记 后 ,将 i 的 第 二 个 记 
号 “十 ”或 “一 ”用 -个 小 贺 图 图 起 来 , 称 i 已 被 标记 且 被 检查 。 

Аз; ЕЯ д, НГ у 被 标记 ,或 者 直至 不 再 有 顶点 可 
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以 被 标记 ,在 后 者 情况 下 ,整个 算法 结束 ,在 前 者 情况 下 ,转向 
жг. 
B; 增 广 过 程 
Bi: $ z= y, 转 向 Ba 
Bz: ШЖ z 的 标记 为 (gq, 十 s€) ,把 flq,z}) 增 加 Е(у). 如 
果 > 标记 为 (9o,- ,e), 则 把 f(z,q) 减 小 ely)。 
В,: 如 果 4 一 z, 把 全 部 标记 去 掉 ， 回 到 А, ,否则 , 令 > 一 
а, Ш B. | 
下 面 我 们 来 淮 一 个 例子 。 
例 14.4.1 ЖЧ 14.2-1 所 示 网 络 的 最 大 流 。 
А. тема | 
(1) Y r ЕА Ст, +, <) (BH 14. 4-1), 


зд 9,3 т: 


图 14. 4-1 
(2) 考察 与 + 邻接 的 顶点 ww 和 w( 为 了 简单 起 见 ,下 面 我 们 用 顶点 
的 下 标 表示 该 顶点 ;， ` 
HMA 1, lr PEU, Н сб.) 8,7,1) =4, 4 
ell) = тіп{оо,8 — 4} = 4 
于 是 顶点 1 ИЙ (е. +4); 
对 顶点 2,(r127ED B c(z,2)=7,f(z,2)= 4, 
=(2) = тіп{оо,7 — 4) = 3 
于 是 顶点 2 标记 成 ,十 ,3)。 
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与 顶点 т 邻接 的 项 点 均 被 标记 , 故 z nie еіс L” B JN IN Ni 
图 起 来 ,这 就 是 说 ,… 被 标记 旦 被 检查 (图 14. 4-2) 。 


. B] 14. 4-2 
《3) 继续 上 面 的 过 程 ,直到 汇 y 被 标记 (图 14, 4-3), 


《的 ,3) 《3 +,3) 
图 14. 4-3 
B. 增 广 过 程 
由 标记 过 程 找到 一 条 可 增 广 路 :zpzymy。 
(1) $z, = y 


(2) у 的 标记 为 ,4 十 ,3) 故 把 弧 (4,y) 上 的 流 值 增加 ety) 二 3, 依次 
@%(2,4),(т,2› ЕЕ 3。 


G) ме, ВМ 14. 4-4), ЕНЕ, 
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图 14. 4-4 


对 图 14. 4-4 所 示 的 网 络 , 册 标记 过 程 和 增 广 过 程 可 得 图 14. 4-5 
{2) 和 (45)。 


(CD) 
1 


py 
tr), (4,—.1) 


10.7 
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对 图 14. 4-50) А N, 由 标记 过 程 和 增 广 过 程 可 得 图 14. 
4-6(a) 和 (4)。 


(5) 


图 14. 4-6 

对 图 14. 4-6 (6) ВВ N H БТС ЖЕЛП Г ЙЕ T 88 BI 14. 
1-72), (0), 

最 后 ,对 图 14. 4-75) 8 0 Ни 14. 4-8), 

从 图 14. 4-8 可 知 , 顶 点 mw 不 能 再 被 标记 , 故 算法 停止。 

E MEAP У, = {Гилл V i= {зу}. МОГ, У, = ionn), 
(my]} 即 为 最 小 割 上 canCV7D) 王 14, 于 是 ./ -一 14。 

从 以 上 整个 过 程 来 看 , 当 一 个 顶点 被 标记 ,被 检查 后 ,在 这 之 后 的 
过 程 中 就 完全 可 以 不 再 加 以 考虑 ,所 以 这 种 标记 法 是 有 效 的 。 某 一 项 点 
и 得 到 标记 , 则 表示 由 > 到 “之 闻 的 路 为 一 条 可 增 广 路 的 前 面 一 段 。 自 ` 
zx 到 “可 能 存在 许多 这 种 路 ,但 只 要 找到 一 条 就 已 足够 。 如 果 y 被 标 
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14. 4-8 


记 , 则 说 明 自 х 到 v 存在 一 条 可 增 广 路 , 流 值 的 改变 则 可 按 se(y) 来 确 
т. 
ВЕНА УЕ Ег, ЕЈ ДЕЛЕ Ж. ШЧ у 被 标 
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记 后 , 流 值 就 可 以 增加 一 个 正 整 数 。 因 此 算法 是 有 限 的 。 因为 每 次 流 值 
至 少 能 增加 一 个 单位 - 所 以 最 终 获 得 的 最 大 流 也 将 是 整数 的 .不 过 应 当 
指出 ,这 种 受 整数 限 凋 的 条 件 是 由 于 我 们 用 来 证 明定 理 14. 3, 1 所 用 的 
方法 造成 的 。 | 

最 后 ,我 们 简单 地 谈 一 谈 最 大 流 最 小 制定 理 的 推广 。 


1. 多 个 源 和 汇 的 网 络 


如 果 一 个 网 络 有 多 个 源 Ur, + Uz; + … ,vz 和 多 个 汇 А 
о, ВЕНИ А h. РП 
放 入 两 个 顶点 w 和 wv,( 图 14. 4-9). 


图 14. 4-9 


о. 作为 新 的 源 ,v, ЧЕЛ. ЗЕЕВА К Со, sv ) ;twv， 
Ua, datt s Urs ТОНИС y) a (0, У) ;指定 它 们 的 
容量 均 为 c<。 这 样 就 把 原来 的 网 络 化 为 一 个 源 和 一 个 汇 的 网 
络 。 在 求 得 最 大 流 后 ,通过 vw 的 物资 均 由 vw, 发 送 ,经 由 ww 的 
牺 资 均 由 zw 收留 。 | 


2. 顶点 具有 容量 的 网 络 


假如 在 一 个 网 络 上 不 仅 缴 具有 容量 ,而 且 顶 点 也 具有 和 窒 
量 ,顶点 的 容量 党 到 限制 ,而 缴 上 的 容量 不 受 限 制 。 对 于 这 种 
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类 型 的 网 络 不 难 把 它 变 成 我 们 已 经 讨论 过 的 网 络 。 具 体 的 过 
程 是 ;把 每 个 顶点 v; 分 为 两 个 顶点 vi; 和 ,同时 在 vi 和 
之 间 连 一 条 统 (x";,v") ,并且 约定 所 有 可 达 %; 的 顶点 都 改 为 
到 达 o ПОЕТ ВУ Со, оо) СА Со" оо), ЗЕЕ С о" A 
容量 c(o 0) со) ПЕСНЕ НКЖИ oo, јх 
翌 , 就 可 以 把 顶点 也 具有 容量 的 网 络 上 的 最 大 流 问 题 化 为 我 
们 已 经 讨论 过 的 网 络 上 的 问题 了 (图 14. 4-10), 


图 14. 4-10 


习题 十 四 


14-1 证 明 ; Ч N 中 的 任 一 流 和 XCVCN), 均 有 
DEV — ИИ] = /(Х,Х› — f(X,X) 

14-2 РИТА 
V':) 都 是 网 络 NN 的 最 小 割 ,证 ` 
H: (У. ОУУ УОС, 
(Vi V. IV E М 
DAL 

14-3 EA: МН 
ТЕН PI (zr, у! ДЇ КИН 
和 最 小 制 的 容量 均 FTE. 

144 ЖЫ Мр 
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(a) МЕНЯ; (8) 最 小 割 的 容量 。 
145 ЖЕКЕЙ. 


Ж 14-5 图 

146 设 有 张 三 . 李 四 ,. 王 二 , 赵 五 四 大 和 小 提琴 ,大 提 雁 ,钢琴 和 
吉他 四 种 乐器 , 张 三 善于 拉 小 提琴 ,大 提 雁 和 吉他 ; 李 四 善 于 拉 小 提 于 
ПХТ, E РЕКЕТИ, ия. ЗДА И 
台 演 出 ,每 人 演奏 一 种 乐器 ,各 四 人 同时 各 演奏 一 种 乐器 时 ,所 有 可 能 
的 方案 。 试 把 此 问题 化 为 电大 流 问 题 。 

14-7 证 明 : 慰 记过 程 停止 的 充 要 条 件 是 

Ў... 22 сы (K) 
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附录 А ” 流 图 和 信号 流 图 


A.1 Ñ 图 


流 图 是 一 类 入 条 统 都 带 有 权 的 有 向 图 ,和 这 种 图 相 联 系 
的 行列 式 的 非 零 项 不 对 应 生成 树 ,而 是 对 应 图 或 轿 的 顶点 不 
重 并 ,下 面 我 们 来 给 出 流 图 的 定义 。 

i D AA E,W = С, ТЕР, 如 果 

Q) ряпа 

(2) D 中 从 项 点 :到 顶点 了 的 弧 的 权 是 cj 网 
fk D 39 Xt TE k W 的 流 图 。 

为 方便 起 见 .在 下 面 的 讨论 中 ,rux 即 表示 弧 (、 旋 又 表示 
这 条 弧 的 权 。 | 

例如 ,与 第 阵 
Wau Ил. Wi 


W = 


©з Wu Wn 


Wyn Wy Wy 
相对 应 的 流 图 由 9 339120 3 个 顶点 组 成 。 如 图 A. 1-1 所 示 。 
如 果 刀 是 对 应 于 和 矩阵 W 的 流 图 ,那么 我 们 可 以 直接 从 
流 图 忆 求 得 对 应 的 矩阵 W 的 行列 式 。 
由 行列 式 的 定义 ,有 
ПР 一 > в", (A.1-1) 
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ША. 1-1 


其 中 
о, 当 | т" лену 
бз}, 当 | 2 дин 
1, м 2" MEGET 


设 g ЖЩ woj to sto 组 成 的 有 向 图 D 的 子 图 ,这 里 
Ж wh 是 以 顶点 Л 为 起 点 ,顶点 大 为 终点 。 
如 果 与 弧 wW ч "093. , ш. 的 干 标 对 应 的 变换 
| 1 oaea | (A.1-2) 
А ль у 
是 一 个 置换 ,那么 z 中 每 个 顶点 在 置换 式 (A. 1-2) 的 第 一 行 
和 第 二 行 中 各 仅 出 现 一 次 。 因此 ,和 z 中 每 个 顶点 关联 的 恰 
有 两 个 弧 ,而 且 对 每 个 顶点 ww 有 
deg+ (0) = йер” (0) = 1 
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所 以 ,车 g 是 连通 的 , 则 zg 是 有 向 图 。 | 
若 子 图 g 由 /个 分 支 组 成 , 则 每 个 分 支 是 有 向 图 ,而 g 则 
ЖЯ ЕЕ] АЛУ ЧОЁ. 
定义 ”包含 给 定 有 向 图 所 有 顶点 的 有 向 图 或 有 向 图 的 点 
不 重 并 , 称 为 P- 集 环 。 
办 为 流 图 的 子 图 z f D НІЙ, 所 以 ， 若 
P 2er 
h в, 
是 一 个 置换 时 , 则 出 ил, we, w 组 成 的 子 图 g 是 一 个 P- 
EF. 
反之 ， Ше P- 集 环 , 于 是 g Н п ЖЖ. ПХ n Ж 
ЖОЖ хоп, ИРЕ: СИЛЫ ЕЛГЫ 
ib, 2- НВ, 因而 
нана 
я-а 
是 一 个 置换 。 所 以 乘积 w ЯРЫ “w 是 式 (A. 1-1) = — 
项 .于 是 


W| = DIEP- 集 环 D, ВЕ (A.1-3) 
这 里 Р-Ж D, 的 乘积 是 指 D, 中 弧 的 权 的 乘积 ,sj; 为 1 或 一 
上 是 根据 5 ;.;, 来 确定 。 
下 面 来 讨论 c, 的 符号 。 
I м ль, zi 组 成 王 - 集 环 是 个 有 向 轿 的 点 
ЖИ. щ = 1 时， D, 是 一 条 有 向 图 ,不 失 一 般 性 。 
设 
Gu, У tint м" У po ip tr) , 


(o, j Ww азе, р) 
le øs чин АРРА 
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(ш, . «ыд; МАЛА 
ие ЕА уе 


мы Л) 


Li 


J, ре, 
是 置换 ,s 二 1,2,… ,kX。 其 中 Тый, рые, 和 Jao Jiao 
jt 表示 有 向 图 中 所 有 顶点 。 
因为 我 们 总 可 以 通过 安排 有 向 图 的 弧 的 次 序 使 得 序列 


(xo, Й "ш; 


eW; 
в, ПЕТЛЕ эш 


mtr atr, 


Е Е 


Ё а = j+ tt = r, 


fx tr, 一 dJe, 
所 以 
| ГА | ñ РЕТИ iptr, 
Jp . ip tr, Тр ip qr 2 bp +r,—1 


(А. 1-4) 

Пал (А. 1-4) 的 第 二 行进 行 r, 一 1 次 对 换 , 就 可 以 使 第 二 
由 假设 知 

| б, | ат, (ч 


h ел ОЙ atr 


| ть 


Јр, і Јын 
(А. 1-5) 
对 


| рк, 


ГАТА 
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的 第 二 行 作 ~ 一 1 次 对 换 就 可 以 使 它 和 第 一 行 一 样 ,对 
hii, 
p 
的 第 二 行 作 (一 ID) 十 (rm 一 1 十 … 十 (一切 次 对 换 可 使 第 二 
行 和 第 一 行 一 样 ,其 中 六 是 对 应 于 
is, ean ip, +, 
р 
йй ЖЕГП P Р tr, 
因为 
(—1)+Gr,—1)+--+(—1)=r,+r|=+--+r,—k=n—k 
所 以 式 (A. 1-3) 中 的 符 导 є, Ж | 
=; = (— 1)"+% 
于 是 
IWI = (— 1)*>)С— DYP- ЖЗ D, RE (А. 1-5) 


р 
EH k J: P- 集 环 D, 中 有 向 圈 数 。 
例如 图 A. 1-1 所 示 的 流 图 О, ЕПА КУЯ Еа. 
Wh Wa = 


W= 


Ta Was Waz 


Wwa Wy Wy 
由 式 (A. 1-5),W 的 行列 式 是 
[W |= (—11:((— 1)%илуи»»шзу-Е ( — Уилли 
HE 1) wwzs tt ( — 1) азов лу 
+E- 1)*otusstoni + ( — 1) tw yr 


它们 对 应 的 子 图 如 图 A. 1-2 所 示 。 
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(a) (BY 
1 чл 
тел 1 
Шу 
хол. Ws 
2 3 
tss 
ie) ‹4> 
1 1 
wya 
W wa 
Wir 
1 3 Y Wy з 
Wri 
(2) ‹Р) 
ЩА. 1-2 
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А.2 信号 流 图 


信号 流 图 是 质点 和 弛 都 带 有 权 的 有 向 图 。 它 是 用 图 的 结 
构 表 示 线 性 方程 组 中 诸 变量 间 关系 的 一 种 方法 。 对 于 许多 物 
理 系统 来 说 ,不 更 写 出 方程 组 ,就 可 以 直接 作出 信号 流 图 ,由 
信和 号 流 图 按 一 定 规 则 可 写 出 对 应 方程 组 的 解 。 从 数学 观点 来 
讲 , 信 号 流 图 是 解 线性 方程 组 的 一 种 方法 .由 于 这 种 方法 直接 
和 简便 ,在 工程 未 统 , 特 别 是 在 线性 系统 中 得 到 广泛 的 应 用 ， 
成 为 分 析 线 性 系 流 的 一 种 有 力 工具 。 

我 们 先 来 讨论 两 个 例子 ,然后 给 出 信和 号 流 图 的 定义 。 

例 4,2.1 设 有 方程 y=ar, 其 中 x 和 yy 是 变 最 ,a 是 常数 ,用 顶点 
LETER ,用 顶点 у 表示 变量 y, 这 种 带 有 与 变量 相关 的 顶点 称 为 
信和 号。 连接 x 和 yy 的 纺 (z、y) 带 有 一 个 与 它 相关 的 量 a, 称 为 弧 (x、y) 上 
的 增益 (或 传输 量 ) 这 样 ,方程 > 一 az 就 可 以 顶点 和 弧 都 带 有 权 的 有 向 
图 来 表示 (图 A.2-1) 


Oy y 
ША. 2-1 
ША. 2-1 所 示 的 有 向 图 称 为 方程 y=ar 的 信号 流 图 。 
例 A. 2.2 设 有 方程 组 
ант, + аут, + digt = 0 
б аз + ри + 21: = 0 (A.z-D 
把 方程 组 (A. 2 1) 改写 成 
з = (an + рх + a>, 十 авт, 
| = оля, 十 аня, + lta + Dr 
这 种 改写 遵循 一 个 规定 :把 方程 的 一 个 变量 放 在 等 号 一边 作为 因 变 量 ， 
且 在 方程 组 中 作为 装 变 其 只 出 现 一 次 ,在 别 的 方程 中 作为 自 变 重出 现 。 
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(А. 2-1) 


| ЕЕ. AE Hk BB P fE ЭУЕ ЗЕ ЕНУ у А1. 

对 于 方程 组 (A.2-2), 由 x P) г Е С Еж) (zi ,zx1)， 
增益 是 аи 1, h x | у Жако ,增益 是 az y E Ta 到 >, 作 一 
Жени) ,增益 是 а, +H z, Я] z, fE— L (>, ,Ts) 增 益 是 аз» zs 到 xs 
Е еса) МВ Е asss В ra P) rs Ес) 增益 是 ms 十 1。 
这 样 我 们 得 到 一 个 优点 rrr 带 有 权 ( 它 的 权 分 别 是 z vrr) HE 
НАА АТН ОЧ А. 2-2) ,这 个 有 向 图 就 是 方程 组 (A., 2-2) 的 信号 
ЖИ. 


ША, 2-2 
方程 组 (A, 2-2) 也 可 以 写成 
Чи, _ Чи 
az d; ' a 
чи dz 
r, 二 一 —.r, — хх 
da БЕ 
(А. 2-3) 
-方程 组 (A. 2-3) 的 信号 流 图 


如 图 А. 2-3 Ят. 

ША. 2-2 和 图 А. 2-3 这 两 个 
信和 号 流 图 虽然 不 同 . 浊 它们 所 表示 
的 方程 组 中 变 基 间 的 关系 是 相同 
的 。 

下 面 我 们 来 给 出 信和 号 流 图 的 定义 。 
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定义 A.2.1 设 有 方程 组 
xr, = Уут < í< r) (А. 2-4) 


Я TR pA 19 НАН р 来 表示 它 , 其 中 

(1) 每 个 顶点 7 有 权 О, 

(2) E mi 关 0, 则 有 一 条 自 顶 点 j SITE X ; В, Ф т, 
0, 则 顶点 у P|: КЕ; 

(3) 和 顶点 г 相关 联 , 指 向 i ЛЕМ т, 
则 称 有 向 图 D 为 方 组 (A. 2-4) 的 信号 流 图 。 

需要 指出 的 是 ,从 应 用 上 来 讲 ,信和 号 流 图 的 顶点 表示 物理 
量 , 弧 表示 物理 尼 间 的 关系 ,这 与 有 向 图 正好 相反 。 有 向 图 的 
弧 表示 物理 量 , 质点 表示 它们 间 的 关系 。 但 是 这 种 差别 不 是 本 
质 上 的 。 

下 面 我 们 来 讨论 如 和 何 通过 信号 流 图 求解 方程 组 的 问题 ， 
这 个 问题 要 涉及 到 流 图 的 简化 规则 ， 


ША. 2-4 
信号 流 图 的 基本 代数 规则 ; 


D 有 时 为 了 方 使 ,常用 变量 z 表示 顶点 
”302。 


В. 加 法 规则 

两 个 顶点 间 > 个 同 向 弧 可 以 用 一 条 和 与 它们 同 向 的 弧 来 
代替 , 弧 的 增益 为 个 同 向 强 增 益 的 和 (图 А. 2-4), 

加 法 规则 可 由 相应 的 线性 方程 组 的 恒 等 关系 证 明 。 事 实 
Е, НЯ z, 的 方 种 可 得 


я т 
. = Уты; + Ута,х, 
геі Im] 


= Ymar, + ( 21a,)=, 
ы, m 


К. ЗЕБ ЭЙИ 

т-+Е1 个 顶点 соот, ra Ж ОҢУ Сао), (ть, т»), 
ear y (лил НН: ДА AE (zr; z, {М o E (>, Zm D а 
Ж (лә), (rir. Силос, ВНЖ А. 2-5) 


а a а i=} 
= 1 $ 


ША. 2-5 

因为 
Tı = ах} 
Я: = 2521 


Em == Anf n-i 
依次 把 前 一 个 等 式 代 入 后 一 个 等 式 中 , 则 有 
Tn == й|@°°"4_ Ту 
К. ЖЖЖИ 
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对 于 有 i 条 以 Tp 为 终点 的 强 和 环 的 顶 点 To 如 将 і Ж 
弧 上 的 增益 除 以 1 一 环 的 增益 ， 则 可 将 环 消去 ， 以 z, 为 起 点 . 
的 弧 的 增益 不 变 ( 图 А. 2-6) 


ША. 2-6 
顶点 >, 的 方程 是 
k 
Ta = търг + Ут, т, (А. 2-5) 
rl r 
HP 


方程 (A. 2-5) 可 以 改写 成 


(1 一 m,,)=, = Ут, т, (А. 2-6) 
ить 
或 (在 т „71 Н > 
M pi 
= = Н (А, 2-7) 
Tp 2 1 — тр 


即 , 要 消去 т, 处 的 环 ， 可 把 所 有 流入 顶点 =, КЗ ЖЕ 


304, 


R. 项 点 吸收 规则 
对 于 以 r, 为 终点 的 弧 《zi әл), (а, Zp)“ (=, нх) 
Ш хь DERM сэт 3, (z ri) vet (m. y), 其 增益 分 
别 是 mp sme >" ини | зр ps" smie WETA Tp 吸 
KORE) ЛЖ 
(z, осу) (r, Tí) Ti Zi) 
(z, +L.) Са T)... бтлут), 
(т, Tri), (Tr, Z i) (s Со) 
其 增益 为 
Mp Лр Mja РЕ ps 
Mp M; рен, Тур УЙ ы, Mj pe 


m, mj, тнр my, Ti. 


如 图 А. 2-7. 
项 点 ль 的 方程 是 
т, 一 ту, = (А. 2-8) 
= 


顶点 心 ,的 方程 可 以 写成 
т, = Ут + тр т, (А. 2-9) 


1m] 


ip 


u=1,2,-. P E CA. 2-8}) 代 入 方程 CA. 2-9), 有 
х; = Уи, my, Jz + Ут (А. 2-10) 


rmt 1m] 


тр +p 
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ША. 2-7 


由 方程 (A. 2-10), I R 3E IR WC г, ПН 
(гох) Сс, z, ) 组 成 的 有 向 道路 用 一 条 从 =; 到 Zz/ 的 增益 
为 тт, ,的 强 代替 (图 A. 2-7). ‚ 
下 面 我 们 举 两 个 应 用 简化 规则 的 例 。 简 化 过 程 分 别 由 图 
А. 2-8 和 图 A.2-9 给 出 。 
例 A.2.1 | 
= 306" 


Atis 
Ris R, Ri d b 


masta, аа, На 


ааа. 


[321 
R aardt larn ta) (ава tar) 
— ii 
— 。 


(аа, +a, (a ay tar) 


ША. 2-8 


利用 信和 号 流 图 的 简化 规则 ,可 以 求 出 该 信号 流 图 对 应 的 方程 组 的 
解 。 
ЩА. 2.2 
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Ts 


— Quan — 
апаз анан 


дн ца 


Ala Rin 
ez TE — = 
2 


z; Ts 


— “n _ 
aiii — Ay 


НА. 2-10 
由 此 可 知 ,图 А. 2-3 所 示 的 方程 组 (A. Не, НИЕ 
简化 如 下 ， 


— ал 一 аца о 
==, 
211923 — заз 
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同样 可 以 求 出 >: 和 z, 之 间 的 关系 。 


А.З 流 图 公式 


我 们 来 考虑 方程 组 
тү = жах + mz, 十 … + mz, 
=, = тах + тих, + +-- + тьх, 
ТТА (А. 3-1) 
Т, 一 т, узт тыл" + тт,» 
To = тах + тих, + e 十 тьх, | 
与 方程 组 (A. 3-11 ЛУНА S W.P atl 个 顶点 组 成 (图 
А. 3-1)。 其 中 心 在 任 一 方程 左 端 不 出 现 , 顶 点 z, 叫做 源 ,m 
在 任 一 方程 右 端 均 不 出 现 , 顶 点 zo 叫做 汇 。 


我 们 把 方程 \A. 3-1) 写 成 


Ti ти Miz . т» 
| Tz | | ти ть Man 
Tai M-11. Ми, ты 
To то Maz ` ты 
Tu = Kx, 
方程 (A. 3-2),(A. 3-3) 可 以 改写 
x, mtu mız ту 
т, т Maz . Min 
| . т", --1.1 7..2 se Wft,—1," 
+, 0 0 k © 
+, mao, Miaz т То 
mua 1 Miz s. Mi in 
Mma my =l = Min 
Ma-1.1 1,2 t тл 0 | 
0 0 aaa — 1 K 


Ma #102 "+ Moa- —1 


方程 (A, 3-5) 可 以 简写 成 
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(А. 3-5) 


М—[Г)Х=0 (А. 3-6) 
其 中 了 为 单位 矩阵 。 

把 矩阵 M- 了 对 应 的 信号 流 图 (图 А. 3-2) 与 图 A. 3-1 的 
信号 流 图 进行 比较 可 以 看 出 ,图 А. 3-1 的 信号 流 图 是 图 A. 3- 
2 的 信和 号 流 图 的 -个子 图 。 


ША. 3-2 


在 图 A. 3-1 的 信号 流 图 中 ,每 个 顶点 添上 一 各 增益 为 

一 1 的 环 , 青 添上 -条 增益 为 天 的 弧 (zo,z.), 就 可 以 得 到 图 

А. 3-2 的 信号 流 附 。 我 们 称 图 А. 3-1 的 信号 流 图 为 图 A. 3-2 
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Ha SAA ESE. 
由 式 (A. 1-55, М А. 3-2 的 信号 流 图 的 抢 阵 М—1 的 
行列 式 是 | 
(M — D = (— Di (一 TDP 一 集 环 疡 乘积 
(А. 3-6) 
љр Кж кези K 的 P-R DORREA 
I K W P 一 集 环 ,那么 式 (A. 3-6) 变 成 
|M —1|7— < DTC + КР) (А. 3-7) 
这 里 
C= Ус })%Р— SM D (K) 乘积 (A.3-8) 
KP = YC- DAP — ЖЖ D (K) RER СА. 3-9) 
如 果 方程 (\. 3-6) 有 非 平凡 解 ,那么 必须 有 


IM—I| = 0 
或 | 
HRCA. 3-31 Ж СА. 3-10),Ж 
Zo __ 1 _ Z Р у 
s sar (А. 3-11) 


因为 C 是 S31C 1D5P—- ЖР КЖ, GT P-R 
ж D;( 玉 ) 可 看 作 两 个 集合 DC(0) 和 D;( 一 1) 的 并 ,其 中 DD,(0) 
是 由 对 应 信号 流 图 的 弧 构 成 的 有 向 图 和 的 集 合 ,DD;( 一 1) 是 不 在 

对 应 信号 流 图 上 . 环 的 集合 。 设 在 D;( 一 1) 中 有 ww 个 环 , 则 
D, (— 1) RH = 1" (A.3-12) 
с 1)ЉРр К) Я = (CI ADORA ODL DRR) 
=(=- D" (1 FD ORR С— 1) 
=(— DAD ко (А. 3-13) 
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Жер Kku k: DORA AAKE., # DORZ, 
那么 方程 (A. 3-13) 变 成 
(一 1)%®Ю,(К) 乘积 一 1 
这 里 需要 指出 的 是 ,Di(0) 是 在 对 应 信和 号 流 图 上 的 有 向 图 
的 点 不 重 并 ,并 不 要 求 它 包 含 对 应 信号 流 图 的 所 有 顶点 。 
下 面 我 们 来 讨论 式 (A. 3-7) 中 的 C 和 KP. 
对 避 我 们 引入 一 个 记号 C.: 
C= >) 怡 亿 含 + 个 有 向 图 的 点 不 重 并 Di,(0) 的 乘积 ,这 
样式 CA. 3-8) 中 的 C 可 以 写成 (А. 3-14) 
(' = 1 — O, + C, — CG, + = (A.3-15) 
例如 ,对 图 A. 3-3 所 示 的 信号 流 图 ,有 
C, = g + А-а 
C, = gh 
С, = 0, Z 3 


+318 = 


所 以 
C=1—zg=— h = са + gh 

再 来 讨论 KP, 因为 KP 是 >) (— 1: P— Ж ОК 
积 , 明 每 个 也 一 集 坏 D (K) yku mM К,А DK FREM 
K 得 到 的 是 一 条 从 顶点 z, 到 顶点 re 的 有 向 道路 和 若干 有 向 
图 的 点 不 重 并 。 

引入 记号 ， 

已 :为 从 顶点 co 到 顶点 的 有 向 道路 (图 А. 3-2 所 示 的 
Я); | 

Dr (APOK): нА D; PAE D 上 的 所 有 顶点 及 
关联 这 些 顶 点 的 张 和 弧 天 所 得 到 的 子 图 。 

例如 图 А. 3-3 中 的 信和 号 流 图 的 流 图 如 图 А. 3-4 ЯТ. 


PG A. 3-4 
ЖР={а,е!. М De (ОРКИ А. 3-5 Иж. 
把 流 图 Dr d' 所 有 包含 有 向 道路 Р, 的 了 一 集 环 D,(K) 取 
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ША. 3-5 
出 来 , 则 
《一 "рК RA 


Рики, DCK)) 


一 一 КУ! (Pi 乘积) 
41) 


z> БИРСК ) Р — 集 环 乘积 
| (A.3-16) 
这 里 


1D (Ky P, ep, (K)) 


是 指 所 有 包含 Р.Ф] D (K). 

AA klit Р-Я D (K )riR Kt t M K ИНН 
数 帮 一 1 也 是 D, (ОФК) P-S D, 中 有 向 圈 数 ,所 以 
НА. 3-14), 2} 


У) DL 'р,(0(Р)К) Р — ЖР, Ж 


= РИКРОК) 的 (1 — C, + С, — С, 十 …) 
(А. 3-17) 
这 里 DCQCPi)) 起 对 应 信和 号 流 图 DD 中 删 去 有 向 道路 P; 上 所 
有 顶点 和 关联 这 些 顶 点 的 弧 所 得 到 的 子 图 。 
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ТАНЯ, Е 
CP = DP) 中 的 (1 — с, + G, С, + 5-0) 
(А. 3-18) 
W HACA. 3-16). 有 
(一 DAD, (K) ER 


ID (KP E D (K) 
=— K(P, RPD x CP) 
于 是 式 (A. ЗАПЯТАЯ 
— P = У\(Р, 乘积 ) x СР) 


人 


НЭ (А. 3-8) 和 式 (A.3-11), 源 和 汇 的 比 是 


DOP Ж) х СОР) 
т. = ПЕ орч одра O, F (А. 3-19) 
式 (A. 3-19) 称 为 流 图 公式 (Mason 公式 )。 
例如 ,图 А. 3-3 所 示 的 信号 流 图 ,ze 到 z, 的 增益 ,由 下 
面 的 计算 得 出 : 


ze _ ае(1 — h) + ГА — z) + acf + bde 
= 1 — g — h — са + gh 


‹ 316 + 


附录 В 开关 网 络 


B.1 道路 集合 ( 续 ) 


在 第 十 一 章 中 ,我 们 曾经 讨论 了 道路 的 集合 ,为 了 介绍 开 
关 网 络 ,我 们 对 道路 的 集合 再 化 进一步 的 讨论 。 
设 有 二 个 集合 ABP 
minto Рё, € А,8, Е В} 
为 A 和 8B У: КЕ АСВ, Bj 
AQ E = ша(а, PB ha, € A,A, Е В} 
例如 
А = {(а),Ф,с),(4,е)}, 
В = (Ga,b),(b,c,d),(e)) 
则 
AG B=. тіп{ (5), a,b,c,d), lare), (asc), 
(d>,(b,c,e) ,(a,b,d,e)) 
= ((b),(a,e),(a,c), (d>) 
下 面 我 们 来 讨论 关于 环 积 的 一 些 性 质 , 为 此 , 先 来 证 明 下 
面 两 个 命题， 
命题 B.1.1 设 G 是 至 少 有 pC(p 之 3) 个 顶点 的 不 可 分 
图 ,对 G 中 的 任何 一 条 边 e, 在 删 去 或 收缩 边 e。 这 两 种 运算 ， 
至 少 有 一 种 运算 趟 改变 图 的 不 可 分 性 。 
[证 明 ] ЕЯ. 使 G 变 成 可 分 的 ， 设 所 得 的 图 为 
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СВ С'. № ВН В. 1-1 所 示 的 情况 ,其 中 р яя, 


图 B. 1-1 


显然 , 边 。 的 两 个 端点 i 和 一 个 在 Gi 中 , 另 一 个 在 G'， 
中 ,因为 图 避 是 不 可 分 的 , 故 顶 点 :和 j 均 不 是 割 点 ,于 是 代 
替 删 去 边 。 而 收缩 e, 所 得 的 图 如 图 B. 1-2 所 示 。 这 个 图 显然 
是 不 可 分 的 


(о) 
P 
ЯВ. 1-2 
(mk añu: е ЛК pk ul ЙЧ, РАВНА E С”, ШШ В. 
1-3 所 示 。 | 
那么 必然 是 由 边 e 和 两 个 子 图 G, 和 G, 组 成 ,它们 在 边 e 
的 端点 i. 相交 .如 图 B. 1-4 所 示 。 | 
显然 ,在 图 B. 1-4 所 示 的 图 中 ,代替 收缩 将 边 e 删 去 ,所 
› 318 • 


Р 


В В. 1-3 

За. В 

命题 B.1.2 ЧАМ С 
Вже, G 的 任 一 条 边 
е 和 任 一 对 顶点 1 六 存在 一 条 包 
К... 

f 证 明 ] 如 果 图 G 只 有 三 
个 顶点 ,结论 显然 是 正确 的 。 

设 对 任意 一 个 有 此 (之 3) 个 
顶点 的 不 可 分 图 结论 是 正确 的 。 M В. 1-4 

若 一 个 不 可 分 图 有 & 十 1 个 
顶点 ,由 命题 B.1.1 知 ,对 任意 一 条 边 , 删 去 或 收缩 这 条 边 这 
两 种 运算 ,保持 图 的 不 可 分 性 。. 取 一 条 不 辐 于 e 的 边 e, 且 :不 
Ве 的 端点 。 把 … 收缩 , 若 所 得 的 有 上 个 顶点 的 图 是 可 分 的 ， 
则 用 删 去 边 e 代 竺 收缩 ei, 然后 另 取 一 异 于 2 的 边 es,, 且 i 不 
е, 的 端点 。 将 es 收缩 , 若 所 得 的 有 个 顶点 的 图 是 可 分 的 , 则 
ЯН e RER e. 最 后 ,总 可 以 找到 一 条 边 e CATE 
(ВЖЕ е 的 端点 ,将 e 收缩 后 所 得 的 图 是 不 可 分 的 。 设 此 
图 为 G' ,因为 G 只 有 天 个 顶点 ,由 归纳 法 康 理 ,结论 对 С 
у. MEGHE- RAS eG DER. Wh e RRE 
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道路 上 , 则 得 图 G 的 包含 边 e ма, ЈЕ. В 
由 命题 B. 1. > 可 以 直接 得 到 下 面 的 命题 ; 
命题 B. 1.3 对 不 可 分 图 中 任何 一 对 顶点 i 与 7 和 国 C， 


存在 两 条 (力道 路 P, 和 P ,使 得 
C = P, @ P, (B.1-1) 
定理 B.1.1 设 G 是 不 可 分 图 : 则 
{Pj} © (P, = {С} (В. 1-2) 
(C) © {С} = (C) (В. 1-3) 
{Р} @ {С} = {Pyt (B. 1-4) 


其 中 {Ps} , {C} 的 定义 见 第 十 一 章 第 一 节 。 
[证 明 ] .由 命题 B. 1. 3, 不 可 分 图 G 中 任 一 圈 C 可 表 为 
顶点 i 和 j 间 两 条 道路 的 环 和 ,于 是 
(P, © PPr P, € {Ру} 
将 包含 G 的 所 有 了 图 ,而 РФР, 不 是 圈 就 是 环 路 ,如 果 是 环 路 ， 
在 求 最 小 化 集合 时 将 被 删 去 , 故 
{Р O {Р} = min{P, @ P,;P,. P, Є {Ph 
= {С} 
HADE. ACEC ICOS =C, 所 以 
СС (C, @ C,;C,,C, € {С}} 
(C) C min (C, (Ü C,;C,,C, € {С} = (C) @ (C): 
X сос, RERE i | 
{С} @ {С} = min(C, ФС,;С,,С, Е {С} } C min(E) 
由 定理 11. 1. 1,мш{Е}={С}, FE 
Сс (C) @ {С} C (C) 
即 . 
{С} = (C) @ {С} 
因为 ZE€ {C} 
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所 以 | 
(Pa) САР} {C} 
另 一 方面 ,又 有 
{РФС:РЕ {PIC € (Cl) C {M;} 
所 以 : 
{Р @ {С}: : min (P GO C; P € {Р„},С € (C)) 
C min(M,,) = {Р} 
于 是 
(P) @ {С} 一 {Р} E" 
由 定理 B.1.1 可 以 直接 得 出 下 面 的 推论 
推论 В.1.1 POP OiP = {P;} (B. 1-5) 
ЕВ. 1.2 ПСЖ, jk ЖС RZA ARA 
点 , 则 
{Ру} @ {Ри} = {Ри} - (B.1-6) 
[证 明 ] 对 任意 Py€ {Py} PaE (Pa) P CDP EMA i 
MAR Ë BJ BE Жат Sk R r ВА С 的 子 图 , 即 Р.Ф 
Р»Є {Mat НЗ! 11.1.1, 
min{Ma} = {Ра} 
故 
{Ру} 69 {Ри} C {Ри} (В. 1-7) 
下 面 证 明 对 任意 P, € {Ри}, 存在 P€ {Pu 和 Pa € 
{Pa} ;使 
P, @ Pa = Pa 
因为 G 是 连 递 的 ,所 以 存在 一 条 从 了 到 道路 Р. rR {Г — 
顶点 的 道路 。 设 P' 号 G 中 一 条 从 ;到 户 中 顶点 v 的 道路 (图 
В. 1-5), Ш 户 不 包含 РНЕ, 
8 P, 是 道路 记 , 的 (ir) 节 ,Pn 是 道路 Рай (r E$. 于 是 
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P, = Р, Ú Р! 
和 
Р» = Р! U Pa 
这 就 是 所 要 求 的 道路 。 这 
表明 
{Pa} С. (P; (ЭРА; 
P, € {Pa} Pa € (Pay) 
(B.1-8) | 
НА (В. 1-7›{п (B. 88.15 
1-8) ,有 


{Ру} 69 {Ра} = (Par E 
推论 B.1.2 设 G 是 连通 图 , 则 
{РА} 区 {Pis} BB (P, ,) = (Pa) 
推论 B.1.3 设 G 为 不 可 分 图 , 则 
{Ри} @ Pin} O ++ @ (P; t 69 Pu) = {С} 


В.2 开关 网 络 分析 


把 一 开关 网 洛 看 作 赋 权 图 ,可 以 求 得 开关 网 络 的 拓扑 性 
质 ,利用 这 些 性 成 可 以 分 析 与 综合 开关 网 络 。 分 析 开 关 网 络 有 
两 种 方法 ,一 种 芷 我 们 在 第 十 一 章 第 一 节 中 介绍 过 的 所 谓 道 
路 法 ; 另 一 种 是 所 请 连接 矩阵 法 。 

FERIA TAERE. 

W DES xn ИНИМИН. ТИ С 
(cj) ,其 中 行 与 列 均 对 应 图 的 顶点 , 且 
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иа ИИ егез" "" ед 均 为 从 顶点 i 到 顶点 1 的 弧 ， 


о, 其 他 
С=с) рее. 
例如 ,图 В. 2-1 所 示 的 图 的 连接 算 阵 为 


1 ` 2 3 
if o c e + f 
C=2|a+b о 0 
3 


0 d g+h+i 


W D ЖЕК W = 
Gu Y л M| D rh M j 
P) i IRRA E W 


中 的 ш ош, ЭК 
БЕШ: сИ HE D 
rB BJ W wh 用 指向 相同 的 
Ж 10, Cr 二 1,2,… O R 
В В. 2-2), НЯ 
的 图 记 为 D'。 


于 是 W 的 行列 式 可 表 为 


1 = аһа 
1W 1= DY Di 20), ЫСА 
а 
N í 
+ Убу) дб Waj, Un, 
1,24 


一 > б, Wz, иы, 
2,74 


+ бл олли, Уло, ) erw, (В. 2-1) 
* 6 3-1. ЗЕР ,得 个 ©, t Waj э "ч 是 P 集 环 , 则 
IWI С- 0" УС DYD 的 P- 集 环 D', 乘积 
- (В. 2-2) 
ШК, Н: ШИРЕ. Е. РВАТЬ 
НЕЕ ХОЛЛ ЭСА ЖОНЕ Н. УР D 
ИЕ W = (тю) ;其 元 素 wij 为 
‚= [Азак иван, 
ПОМ лг W AM. 
假如 把 一 带 权 的 有 向 图 DD 看 成 为 流 图 ,DD 的 连接 矩阵 C 
一 (co) 的 元 素 为 
= | 人大 点 /到 硕 点 ;的 所 有 名 的 权 的 和 ， 
0. 当 从 j 到 i 没有 弧 时 。 
于 是 可 以 看 到 


ji 


. C=W’ | (В. 2-3) 
也 就 说 ,如 果 忆 а ЕЕЕ ВЕ, А DD 可 以 看 成 是 
Ж C 的 流 图 .因此 ,由 式 (4.1-5), 有 
IC = C: 1)" УС DED Р- жр, RE 
(B. 2-4) . 
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由 于 不 少 有 向 图 没有 P- 
集 环 (例如 图 B. 2-3 所 示 
的 图 ), 因 此 1C| 一 0, 这 时 
对 分 析 开 关 网 络 则 失去 作 
用 。 . 

HE, TE нн 
改 一 下 ,有 下 面 的 重要 结 
Ж. 

定理 B.1.1 设 一 有 
м D FJ Br r Жи = 图 B. 2-3 
布尔 变量 ,C E 的 连接 | 
ЖЕ. НЕСПЕША A. А 
MS #й s 的 开关 函数 。 

[证 明 ] 由 行列 式 |W| 的 定义 ( 式 (1. 1-5)) 


ПУ = D Sje Wi ty Wa, (B. 2-5) 


有 
И | = (一 D 21( 一 1)%P- ЖЖ D, RR (В. 2-6) 
当 6; E. ШИЛ] Qaya Wij Waj, Wn TE Р-ЖЪ ЕЗЕШ Л 
(В. 1-5) ЗЕ: ЗА (В. 1-6) 中 一 P- 集 环 一 一 对 应 ,而 式 
(В. 2-5) 对 布尔 变量 的 矩阵 也 是 成 立 的 (不 计 符号 ,所 以 有 
IC] = JP- #u D, RE В. 2-7) 
ЇЙ ЛЕШЕ СВО Сз) ЕЕ БАБЕ Y NERE 
HCY) ARG. 2-7) ВГ РЕСССУЎ КРИТИКЕ 
СООТ = Š D'y Mi P- RRR (В.7.8) 
这 里 руњ D :R ATRA SMA r AMY, Пон 
顶点 加 上 权 为 1 而 得 到 的 。 
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Ноо Ft 3k Y H P-E, H YP1(0) 记 包含 了 的 
P- 集 环 , 则 式 (B. 2 ШЕЯ 


Са) + I| = D,(0) 乘积 十 Ур, ҮР, (0) жя 


(В. 2-9) 
显然 有 
C+ 了 | 二 EDO 乘积 (В. 2-10) ` 
和 
A... = >; PORR (B.2-11) 


因为 YP;(0) 'ë D'y 的 P- 集 环 ,Pj(0}) 必 包含 从 r 到 :的 一 
条 有 和 疝 道路 已 ,道路 P, 和 YY 一 起 构成 一 有 问 圈 。 W D, 
(Dt) 是 从 Dryp 删 去 已 上 所 有 顶点 及 连接 这 些 顶点 的 弧 
所 得 的 图 。 于 是 ССРО) — P- 集 环 上 再 加 上 有 向 圈 Y 
UP 的 已 集 环 ,把 YUP BEEE Dr OPM HH Р-У. 
于 是 
DPO) Ж =: >P, RAD OKP 的 P- ЖЖ 


(B. 2-12) 
这 里 Y) 是 指 对 D'y 中 从 + 到 :的 所 有 可 能 的 有 向 道路 求 和 。 


对 于 非 空 的 D'y (CE), 有 一 个 仅 由 权 为 1 的 环 组 成 的 

P- 集 环 。 因 此 
D'y в.) 的 P- 集 环 D' 乘积 一 1 十 … 
(В, 2-13) 

由 于 用 的 是 逻辑 和 ,所 以 该 式 为 1。 

如 果 РП PMEZ. P, (ӘЖ Р, Я. T 
是 式 (B, 2-12) 变 成 
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ЭРҮ ñ PO ЖЯ = У\0, ЮР, Ж 
G 


(В. 2-14) 

由 于 在 Үү ДҮ 自身 外 ,从 顶点 + 到 顶点 s 的 有 向 道 

路 也 在 D 内 ;反之 ‚р 中 的 从 r 到 5 的 有 路 也 在 РД :所 以 
有 


A = JID H P, RA (В. 2-15) 
їй A (В. 2-15) М 
右 端 即 为 从 顶点 r 
到 顶点 s ËJ JF Я 
Ж. в 
如 图 B. 2-4 中 
的 有 向 图 D, F £ 
RERE 
1 2 3 | 
1/0 a b 0 
с—*|° ос 4 
зо e O f 
40 ооз 
于 是 
234 
a Б 0 
. 20 1 < d 
(C + D = . 1 f 
o O 1 


РЕСП ЯГА д. 


* 327” 


a b O 
Ал = |1 c d 
e 1 f 

= acf + bde + ad + bf 


Ал ЖАДИ 1 到 顶点 4 ПР. 
对 于 无 向 开关 网 络 C, 我 们 把 每 条 边 用 二 条 方向 相反 的 
Ж {КОШ В. 2-5)。 这 样 得 到 一 个 有 向 图 。 


> ' 
т 
——ю => r s 
| ` = 


| 图 В. 2-5 
AERE D # ТР. 
(1) 对 G 中 任 一 (5 道路 一, 在 呈 中 有 两 条 有 向 道路 P 
M P,P EM r #l s P'EMA s Alr, Н 
I” RR = Р" = РЖ 


(2) 对 口 的 任意 从 rz 到 :的 有 向 道路 PE G 中 存在 一 

条 (r,s) 道 路 P, М8 
P 乘积 = РВ 

因此 ,对 开关 函数 来 说 ,G 和 DD 是 一 样 的 。 下 是 对 无 向 
图 ,定理 B. 1.1 可 以 修改 成 为 

定理 B.2.2 设 G 为 一 无 向 图 , 它 的 所 有 边 的 权 为 布尔 
变量 ,C 是 G АВНЕ ЕСС ГАЈЕ Е У Е 
算 下 ,余子 式 AA DE G 中 顶点 > 和 * 间 的 开关 函数 。 
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В.з 开关 网 络 综合 


在 这 一 节 中 我 们 来 讨论 几 种 特殊 类 型 接点 网 络 综合 法 。 

1. 完全 定义 开关 函数 的 SC- 网 络 的 实现 

一 个 无 向 图 G, 它 的 每 条 边 的 权 是 不 同 的 布尔 变量 时 ， 称 
G 为 单 接点 网 络 , 记 作 SC- 网 络 。 

例如 ,每 个 继电器 ,开关 之 类 的 元 件 只 允许 用 一 个 接点 ， 
这 样 一 系列 接点 构成 的 网 络 就 是 SC- 网 络 。 

所 谓 完全 定义 半 关 郑 数 就 是 它 对 应 的 真 值 表 只 有 0 和 1 
而 没有 约束 项。 

我 们 要 讨论 的 问题 是 ,对 于 给 定 的 完全 开关 郑 数 是 否 有 
一 个 与 之 对 应 的 SC 网 络 。 例 如 对 函数 

Е = ab + аса + Бе 
没有 表示 它 的 SC- 网 络 ,但 是 对 函数 
F = ab + аа 

ШАЛЕ 5С, 

定义 B.3.1 ШЖ 


к„= У) P, E 


Prn€ IP, ) 
ЯВ (РЕН: ХР ЕН 
例如 
Е.= а + ce) + dle + Bc) 
= ab + ace + bed + de 
对 应 的 
{Pa} = {BD ,(а,с,е) ‚(4 „е) ,(Ь,с.4)} 
因为 SC- 网 络 中 每 条 边 的 权 不 同 ,我 们 就 用 该 边 的 权 表 示 该 
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ЖД. Па ХУ FREA 
F; = У P, ЗВ 


PE {Pe} 
m, Fr Ў F F, f SC- 网 络 , 则 {Ps} 必 须 是 所 有 的 G, j) 
道路 的 集合 。 

定理 B.3.1 EF, ,是 SC- 网 络 的 开关 请 数 ， {РЖ Е, 
对 应 集合 ,对 {P.} 中 的 任何 奇数 个 Pu, Prr Par MFE 
个 PE{P;}), 使 得 

P C Р, ФР, Ф ++ ФР. (В. 3-1) 

[证 明 ] 因为 {P,} 是 i 和 j 间 所 有 道路 的 集合 ,由 推论 
3.1.3 М, (Pi 中 奇数 个 元 素 的 环 和 是 集合 {Muy 中 的 元 素 ， 
即 或 是 一 条 道路 或 是 一 条 道路 和 若干 个 图 的 边 不 重 并 , 故 有 
式 (B. 3-1). В | | 

ТЕН ЕЯ SC- 网 络 G 的 途径 是 ,从 开 
ЖЩ ЕНИР, T H Bd G 的 基本 图 矩阵 ， 由 所 得 到 的 
基本 图 矩阵 ,构造 出 G. 

AARI НЕ F O9F2 ER Р, 50-8 С, Br 
b GEHN, Н G 的 每 一 条 边 至 少 在 一 条 (i, 站 道路 上 。 于 
是 G 或 者 是 不 可 分 图 或 者 是 由 上 个 不 可 分 子 图 GGG 
组 成 (图 B. 3-1)， 


9:02 - <) 


В В. 3-1 
由 式 (B. 1-6) ARB. 1-2), 4 | 
{Pa} 的 {Р,;} = {С} СВ. 3-2) 
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如 果 知 道 了 图 G 的 集合 {C} ,那么 由 (4C} 就 可 以 求 出 如 的 基本 
HER., ЧН ССВ. 3-2? 求 得 的 图 C, 它 的 人 ,力道 路 的 集 
Ê (P PEAN ERE., PRP, } = ((a,b), (с, 
4). 
{Pj} D {Py} = (@.(a,b,c,d)) 

图 B. 3-2 НИН (а, 
5scsd} 但 它 不 存在 道路 (ap 
和 (cd)。 

为 了 能 够 得 到 具有 (i,j) 
ЕЖА (РАЯ, RITE 
顶点 ij 21 F 一 条 边 y， 
得 到 一 个 新 的 图 C Һу. Я 图 B. 3-2 
个 {Pi 中 的 道路 p' P+ y 是 
一 个 园 , 于 是 

{Р,, у) = (P + y;P € (P,)) 
是 G+y 的 所 有 图 集合 {C,} 的 一 个 子 集 。 

由 于 我 们 所 要 求 的 SC- 网 络 有 式 (B. 3-2) 这 种 性 质 , (Р,, 
十 y} 包 含 了 能 生成 1C,} 的 所 有 线性 无 关 图 ,于 是 用 {Pi 十 y} 
中 的 这 些 图 可 得 (十 y 的 圈 矩 阵 ,从 而 也 就 可 以 得 到 基本 图 
Ж ЕШ ЖЖЖ ЖЯ БЕ, НАЖ РЕИНА С' 
(参见 6.6 f). | 

还 需要 解决 的 问题 是 ,从 G' 中 删 去 边 у 所 得 到 的 图 G 是 
香 存 在 两 个 顶点 ,使 该 二 顶点 间 的 所 有 道路 的 集合 恰 是 给 定 
WPu FER EHE T atA. 

定理 B. 3.4 设 一 完全 定义 开关 函数 FRERE У 
IP, ,满足 定理 B. 3.1, 又 设 {Py} 中 所 有 线性 无 关 的 元 为 已， 
P,P ,使 得 添上 {Py} 中 的 另 一 元 P ,这 mm 十 1 个 元 则 线 

. 331 ` 


性 相关 , 当 且 仅 当 存在 一 个 g 一 p 十 1==xm 的 图 ,其 m 个 线性 无 
ЗЕ ЕЕ Pity Paty Р. Бубу (P, W G FAEH 
> 所 得 的 图 中 存在 两 个 预 点 ,该 二 顶点 间 的 开关 函数 为 Fi。 

[证 明 ] 设 存 在 一 个 9 一 pg 十 1=m 的 图 G, 其 中 Pi 十 y， 
P: 十 y,…* Pat 是 线性 无 关 的 图。 又 设 G 中 有 一 (i 门道 路 
P & {Pi НЯ P +y 是 图 , 故 P +y TËRA Pity Pit 
y, Paty PEERAA., ЖИЫ 

P' + у= (P, + у) @ (P, + у) © ++ @ (P,,,, + у) 
这 里 22+-1<әт. РЯ 
Р! = Р, @ P, O --- ФР... 
又 因 Р, E ЕРЕ B. 3. 1 的 条 件 , 故 РФР," ASRR 
TF. КАР). Е 

设 G 中 副本 边 y 后 是 SC- 网 络 ,其 i,j Е 
Е, РС rB í H jA mtl 个 线性 无 关 道路 y, Pi Pos 
Pi 而 Pity Pitys Pn ty 8 т ФЕРЕ, Б С 
Н9—р+1=т HN 

由 定理 B. 3. 2, ЯН Е У РАБА 
SC- 网 络 的 算法 

算法 B. 3.1 

S 判别 给 定 的 函数 Fj 是 否 满足 定理 В. 3. 1, 若 不 满足 ， 
则 所 ,不 是 SC- 网 络 的 开关 函数 。 

S 从 F; 对 应 的 集合 {P;} 取 线性 无 关 的 元 素 Pis Pos 
"Р.Ж E— у, i Pi +y, Pitye: Pa +y WREE 
РЕВ, | А 

S 由 初等 变换 把 B Ж АЖЕ E 

В, = 1 В, 
5, HWRE ЖЕНЕШЕ 


• 332 « 


©; = СВУ, Г 

55 用 6.6 节 的 方法 ,构成 以 Q, 为 基本 制 集 矩阵 的 图 
С,. ЖЕН, Ш] ij 不 是 SC- 网 络 的 开关 函数 。 

S, 丽 去 边 y. 所 得 到 的 图 为 SC- 网 络 ,其 中 у 的 两 个 端 
点 间 的 开关 函数 等 于 Fao 

例如 , 设 | ' 

Е, = ab + acd + ке + de 
则 

$1 五 ,满足 定理 В. 3.1. 

5, {Ру} = l(a,b).(a,c,d), (b,c,e), (d ,e)) , JK s 
(a.b),P.,=(a,c,d).P,== (b,c,e), (Че) = POPOP). 
矩阵 为 
1 
1 
0 


P, + y 

B= Р, + y 

` P, + y 

S, WEEE 5 的 列 序 
b d 

1 0 
1 

0 


м © =e сч 
= = o ñ 


Р + y 
P. + y 
P. + у 
. 把 第 一 行 加 到 第 3 行 , 得 
b 


0 
1 


= O O h 
© m =e 9 
= = < s 


E. = 


оне + 
= б бс М“ 
к —= = В 


1 
0 
0 
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$5 基本 制 集 和 矩阵 是 

е c у 
1 0 0 
1 1 0 


S ою в 


1 0 0 1 
5 用 6.6 节 中 的 方法 构造 图 G (图 В. 3-3), 
5. АИС’ УС B. 3-4), 顶 点 3 和 4 И 
РЕ... 


H В. 3-3 В. 3-4 
2. 不 完全 定义 开关 函数 的 SC- 网 络 的 实现 
有 些 开关 未 数 含有 一 些 约 东 项 ,这 些 约 东 项 为 0 为 工 都 
可 以 。 例 如 由 下 面 真 值 表 定 义 的 开关 函数 


当 自 变量 .rs ,z= 二 0,1 时 ,函数 六 可 为 0 也 可 为 1; 符 号 了 
表示 已 没有 完全 定义 。 这 种 开关 函 数 称 为 不 完全 定义 开关 函 
ж. 
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对 一 个 不 完全 定义 开关 函数 р, ИЕ R; A (L, pr 


表示 满足 下 述 条 件 的 集合 : 
(1) 
ғ.) = У) Р, 乘积 (В. 3-3) 
RE (Rj) 
(2) 
Е, = У) І, (В. 3-4) 
Е} 


其 中 Fi(1) 是 从 下, 中 把 所有 的 了 换 成 0 ВМВ F (TPE 
从 FF 中 把 所 有 的 1 Reo 0 和 所 有 的 了 换 成 1 所 得 的 函数 。 
车 我 们 把 马 其 值 表 中 了 都 换 成 1, 则 有 | 
F, = Е) + ЕД (B.3-5) 
显然 有 
(R a A UL) = Z (B. 3-6) 
我 们 可 以 不 用 真 值 表 , 而 用 Fi(1) 和 有 (TD 来 定义 开关 
函数 。 例 如 ,前 面 旬 值 表 的 开关 函数 Fy: 
F G) = z, {Ra} = {жу}, 
F, D = riz, (Li) = {хут} 
щ Ж E M ЕА А, АП ОЕ ЗА Po) 
使 得 
. {К} C (Pa) 
(PRIJET A E РИ. PST (Р) Е Ц 845318 
算法 B. 3. 1 可 用 - - SC- 网 络 实现 Pio 
例如 , 设 有 一 不 完全 定义 开关 函数 FF,, 它 的 对 应 集合 是 ， 
(R) = (lase, Р, Б.а, f) (е,4,е),(а,ф,с)} 
和 和 
(Lj) = Ude. f}, (а,Ь, Р), (азсье) , (,c,d),(a,b,e)) 
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ERP) =: {Rj} ,可 知 这 种 选 法 满足 定理 B. 3. 1, 取 Р, 

= (а,е,/ ),Р,= (b,d, Р.Р, = (c,d,e),# 
а b f у 
1 1 
' 
0 1 


e 

1 
0 
1 


Ру 0 1 

ЕЛИ ЩЩ EE, T R: ЖА р 
a ó c d е Jf 

1100 
0 

1 


°S о осо у 


1 
ооо 
41110001 
这 个 矩阵 是 不 可 实现 的 。 因 此 ,Fi,(1) 不 是 5 С-В 
数 。 
EEP HEIA Са е, f) АЕ 
(4.е. f) ФР, ФР, = (ав, ЛЕ (Li) 
由 定理 В. 3.1, 2,65, ЯНЕ РН, ЕВ 
因 
(de. f) ФР. ФР, = esd) Є {I} 
所 以 (Bsc 中) 也 心 须 在 {Py} 中 , 且 因 
(d... f) ФР, ФР, = (а,с,е) Е {1} 
所 以 aycse) 也 必须 在 {P;;} 中 。 因 此 有 
(R,) = (В, U {ме F), Са Ь, РУ, Фе), (ascse))} 
显然 它 满足 定理 B. 3. 1, МАХ Р,,Р,,Р, 和 P 
则 有 
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а b 

P, + y(1 0 

P+ у|0 1 

P+ylo 0 

ру 0 

把 第 4 行 加 到 第 > 


+E Q, 为 


‚ ж О, 是 可 实现 的 , 它 对 应 的 
图 如 图 В. 3-5 所 示 , 删 去 边 y 
即 得 所 求 得 的 SC -网 络 。 

假如 在 上 例 中 不 取 (d,e， 
PAR b oO WEH PE, 
因为 

(a,b,e) © Р, © Р, 

= (а) é Ha} 

所 以 ,这 时 {P;} 下 可 能 满足 定 


理 B.3.1, 因 此 这 个 例子 中 的 {P;} 选 法 只 


= = ы ° S. 


= о = = м 


e 
1 
0 
0 


= ы = = R 


图 В. 3-5 
有 一 种 。 
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但 应 注意 ,只 要 {P;} 的 不 同 选 法 保持 出 现 的 相 异 布尔 变 
量 数 相等 , {P;} 的 不 同 选 法 不 会 影响 求 得 的 SC- 网 络 中 的 边 
数 , 该 边 数 就 等 FP) 下 出 现 的 相 蜡 的 布尔 变量 的 数目 。 

3, 单 对 接点 网 络 

每 个 元 件 (如 继电器 ) 只 允许 最 多 用 二 个 接点 z, 和 五 ,由 
这 样 一 系列 接点 构成 的 网 络 称 为 单 对 接点 网 络 , 记 作 SP- 网 
络 。 

НЕТ 
点 网 络 的 开关 顺 数 ,于 
是 有 


Е, = > Р, 乘积 


РР 
但 这 时 对 应 的 集合 {P,} 
可 能 没有 把 i 和 了 了 间 的 
所 有 道路 都 包括 在 内 。 
例如 ,图 B. 3-6 所 示 的 SP- 网 络 
Е; = ту + yz + z yz 


Е + 


ЯВ. 3-6 


Fj 对 应 集合 
(P.) = ((z=,zZ),(y,z), Gz,y,z)) 
中 没有 包含 道路 + xy。 因为 在 逻辑 表达 式 
тт = 0 

中 ,把 这 一 项 抹 控 了 。 

把 同时 包含 某 一 布尔 变量 的 原 变量 和 上 反 变量 的 道路 称 为 
0 道路 。 

一 般 说 来 ,对 应 应 于 SP- 网 络 的 完全 定义 开关 函数 ;的 集 
合 {Pi} 不 满足 定理 B. 3.1, 因 此 ,在 {Py} 中 添 入 0- 道路 ,使 所 
得 的 集合 {P;} 能 由 算法 В. 3. 1 求 出 一 SP 网络。 
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Hm s 2 E ХЕК 
Е, = асе + acde + abce + bde + abcde 
时 应 的 集合 
{Р} = (ça,c,e),G(a,c,d,e),GG,b,c,e), 
(5,4 ,е) „Са,Ь,с,,е)} 
不 满足 定理 B, 3.1。 这 是 因为 
(a,c,e) Ф (а,с,2,е) © Bde) = (Ь,4,4,е) & {Ру} 
(а,с,е) D (а,,с,е) Ф G@,d,e) = (а,а,4,е) & {Ру} 
(а,с.2,е) Ф @.5,с,е) © d,e) = (a,a,d,d,ey & {Р} 
然而 这 些 都 是 0- 道 路 ,把 这 些 0- 道 路 添 入 {Ps} 中 ,不 变 Fio 
所 以 这 时 得 到 的 {P..} 为 
{Ру} = {(а,с.е), (а,с,2,е),(а,Б,с,е), 
(bd e), bcd se), (bsd sd ,se), 
laade), aard ,de)} 


取 . 
P, = (a,c) Р, = (a,c,d,e) 
P, = G,b,e,e) Р, = (,4,е) 

DALKE , T EAER 

¿a d a d b c e е у 

1 0 0 0 01 1 0 1 

: B= 110001011 

0 0 101110 1 

0 0 б 1 10 01 1 


把 第 一 行 加 到 第 二 行 ,得 


* 339 • 


| 


1 


00 0011011 


1 0 


0 1 0 0 0 01 


0 01 0 1 11 0 1 


000110011 


f 


B 


+ ЖЖ ЕЕ NE 


а 


о б Ф © — 
°@ © @ —- ° 
© © =+ч о 
о =ч © о о 
моо о о 
ч © Ф =ч ч 
=з =ч =ч Ф о =ч 
© © =ч =ч © 
O m сч © =ч 

I 

ә 


把 第 一 行 加 到 第 5 行 ,第 2 行 加 到 第 3 行 可 得 关联 矩阵 


a d a d b c e ë у 


ооо о = 
оо O мч о 
оо —= о о 
© чч = © б 
= ооо мч 
чоо мо 
мо о о 
оо м чо 
© m © о m 
ч мо 

l 

ч 


顶点 65м. ЖРА 对 应 的 图 G,, 如 图 B. 3-7 所 示 。 


从 图 С, 中 删 去 边 ， 
y: 所 得 的 图 G 为 一 


Е 
м. 
IK š 
Ë | 
$ 

E 
& 


ж Ж Er 
кер 
х = _ 

С № 
8 5 Ë 
4р Е 
Сш Ж 
š = 
М 5 


= 
s= 
+ 


В. 3-7 


. 
© 
< 
с 

№ 


Шс 电网 络 


C1 5 # 


在 表示 物理 或 物理 系统 的 特征 ,特别 是 当 一 个 系统 可 以 
用 一 个 图 表示 时 , 苇 尔 填 夫 定律 是 很 重要 的 。 换 句 话 说 ,可 以 
把 系统 按 是 否 满 足 基 尔 霍 夫 定 律 来 分 类 : 仅 满 足 基 尔 霍 夫 电 
流 定律 ; 仅 满 足 基 ЛЕВ, БЕТИ ДЕЗЕ REH EE 
又 满足 基 尔 霍 夫 电 压 定律 ; 基 尔 誉 夫 电 流 定 律 和 电压 定律 均 
不 满足 .例如 ,电网 络 是 既 满足 基 尔 霍 夫 电流 定律 又 满足 基 尔 
霍 夫 电 压 定 律 。 

下 面 我 们 讨论 当 一 个 系统 可 以 用 一 个 图 (如 无 特殊 说 明 ， 
所 讨论 的 图 都 是 连通 的 ?来 表示 基 尔 着 去 定律 的 特征 。 

考察 一 个 电网 络 的 图 МСС. -DEREN e 上 的 
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Ж, 表示 e, Е АНИ НУ ЖА, УТ t ЖЕУ ЗС ЙЕ Ы ЙЕ ВУ Jr 
向 。 
设 4 为 电网 络 的 图 N 的 关联 矩阵 ,定义 


为 电流 列 阵 ,M1. 是 (P 一 1) ХТ Е, MI, ЖАТА А 
АУТ. ИЛИЯ, M 的 第 行 是 NN 的 第 个 
顶点 的 关联 集 IH k. MI 的 第 大 行 是 N 中 与 第 个 顶点 关联 
的 所 有 分 支 电流 的 和 。 于 是 基 和 尔 堆 夫 电流 定律 可 以 表示 成 
МІ = 0 СС. 1-1) 
例如 ,对 图 С. 1-1 所 示 的 电 钢 络 的 图 N ,我 们 有 


n tz із t % N 


(то о 1 о ||| 1(-а+А 
2| 1 1 —1 0 о ||4!=2\һ+»—А\=0 
зо —1 0 о —1)|4| 3][——% 


如 果 用 支 路 电压 >, Е Ж e, 的 权 , 弧 的 方向 指向 负极 ， 
那么 可 以 得 到 相应 的 基 尔 稚 夫 电压 定律 的 表达 式 。 
ВУИ МЕ, Ж Ж 
V, 


ЕВ, БЕЗЕ. ЗЕ: X B HE АГ, 
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ВУ. = 0 (C. 1-2) 
例如 ， 图 C. 1 2 所 示 的 电网 络 的 图 N , ЕШ CC 和 Ca 
WA E HE РЕ 


1 Vz ©з vı 15 Us 
Cji 1 —1 0 оо 
Cjo 0 1 —1 1 | 
Со 0 O 0 一 1 1 


[м + u —т, 
= паа + = 0 
| — + % 
因为 连通 的 (p,q) 图 的 关联 矩阵 的 秩 是 2 一 1, 圈 矩阵 的 


秩 是 9 一 p 十 1; 故 上 由 式 (C. 1-1) 和 式 (C. 1-2) 知 ,有 p 一 1 个 线 
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ВЕНКА K di B EE, f 9 一 p 十 1 个 线性 无 关 的 基 尔 
У, 

我 们 知道 , 割 集 人 第 阵 和 关联 矩阵 有 如 下 的 关系 ; 

Q = DM ,D AiR RER 
于 是 式 (C.1-1)7 可 改写 成 
QI, = 0 (C.1-3) 

РН N 的 一 标 生 成 树 了 ,把 N 的 关联 矩阵 M 

按 列 分 块 ， 
M = СМ, Ma) 

其 中 AM 的 列 对 应 连 枝 ,az 的 列 对 应 树枝 :把 电流 列 阵 分 块 : 


| 


其 中 到 МЕ НОЕ. I 对 应 树枝 电流 ,由 式 (C. 1-1) ,有 
(MaMe) []- 0 


由 上 式 可 知 
M.L, + М1, == 0 
Mal, =— Mul. 
由 于 对 :是 非 奇 只 的 ,所 以 
=— MB (С. 1-4) 
Ж@,›—\ ханака а р 1 ЗЕМ ЗЕК. 
由 式 (C.1-4), 电 流 的 列 阵 可 以 写成 


І. 1 
= == L 
ñ Йй мем.) 
《其 中 了 为 单位 敌 : 阵 ), 上 式 可 即 写成 М 
或 = — (MPMI 
* 344 = у 


Ер 
L = ВТ. (С. 1-5) 
(С. 1-5) 19,9 个 支 路 电流 可 以 用 gq 一 TAHI MERE 
HERE. 
类 似 地 ÆA C. 1-2) жа a, A 


v, 
C В, 2 M |= 0 (С. 1-6) 


РЁ {ШЕЕ Е ЯН, В, 的 列 对 应 树枝 ;V. 对 应 可 
EBEV, ЛУ ЕЕ. ВСС. 1-6), 有 
У. + В, У, = 0 
即 
V, =- В, У, (С. 1-7) 
这 表明 g 一 p 十 1 个 连 枝 电压 可 以 用 p 一 1 个 树枝 电压 来 表达 。 
НС. 1-7), 电 应 列 阵 可 以 玫 示 成 


у _ МЕ 一 В,,У, _ 一 В,, у 
є Y, V, I t 


V, = BEV, 
这 就 是 说 ,q 个 支 跨 电压 可 以 用 p 一 1 个 树枝 电压 来 表达 。 

综 上 所 述 , 无 论 是 支 路 电流 ,或 者 是 支 路 电压 ,并 不 全 部 
都 是 独立 的 。 基 尔 鹤 夫 定律 的 约束 使 得 g 个 支 路 电流 可 以 用 
9 一 十 1 个 适当 选择 的 独立 的 电流 变量 来 表示 。 同 样 ,gq 个 支 
路 电压 可 以 用 p- 1 个 适当 选择 的 独立 的 电压 变量 来 表示 ， 
下 面 两 节 要 介绍 的 入 点 变换 和 网 扎 变 换 就 是 以 这 个 思想 为 基 
础 的 。 


Bp 
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С.2 节点 变换 


ЧТЕНИЕ Ен, ЕВ 
相关 的 , 设 B, ERBA DE N 关于 生成 树 了 的 基本 图 矩阵 ， 
把 电压 列 阵 分 其 ， 

四 | 
Ve = 
V, 


其 中 Y. 是 由 对 应 生成 树 T 的 连 枝 的 支 路 电压 组 成 ,V, 由 对 
应 于 的 树枝 的 支 路 电压 所 组 成 。 由 基 尔 替 夫 定律 ,有 


у. 
B,V, = (1 В, ) | |- 0 


V, 
即 
У. =— В, У, 
于 是 
一 В, 
У, = | “|, (С. 2-1) 


把 В; ,一 — (M... Mwd 代入 式 (C. 2-1), 8 


—1 м т | 
У, = |е и) K (C. 2-2) 
AC. 2-27 可 以 化 成 
M? (Мз)? МТ 
= : 12 ‚== | 11 (М; эту, 
р MT, (М МТ, 
令 | | 
N(V) = (MGV, (С. 2-3) 
则 有 
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У. = MTN(V) (С. 2-4) 
式 (C. 2-4) 称 为 节点 变换 。 容 易 看 出 ,不 论 N(V) 是 怎样 的 p 
一 1 个 函数 组 成 的 列 阵 , 因 为 忆 有 BAM7 一 0, 所 以 
ВУ, = ВМТМ(У) = 0 

RAER ЖЕЛЕ K dB ЖЕ ЙЕ ДЕЙЕМ. N(V) 选 定 后 ， 
V, 可 由 式 (C. 2-4) 确 定 。 

由 基 尔 霍 夫 电流 定律 有 

МТ. = 0 

上 式 与 式 (C. 2-41 是 节点 法 的 两 个 基本 关系 式 。 

把 式 (C. 2-4 ,两 端的 矩阵 转 置 ,有 


УЛ = Соо, Un, М (С. 2-5) 
其 中 
N(V = (оу, ) (С. 2-6) 
由 式 (C. 2-5) 可 以 看 出 ， 
v ЗЕЕ M 的 第 i 行 上 


去 ,因此 ,w 可 以 看 成 是 加 到 
对 应 矩阵 M 的 第 ; 行 的 那个 
顶点 上 的 权 ,M 的 各 行 中 没 
有 表示 参考 点 的 行 ,而 v. 则 
表示 从 M 的 第 ; 行 所 对 应 的 
顶点 到 参考 点 的 电压 ,我 们 称 
w 为 节点 电压 。 

例如 , 取 图 (. 2-1 所 示 的 
电网 络 N( 取 顶点 4 为 参考 点 ) 

N 的 关联 矩阵 是 
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1 Ь 4 е / 
1 0 0 0 0 
М=2| о 一 1 —1 —1 0 0 
0 0 1 —1 —1 
vı 
МСУ} = У 
Va 
则 
一 1 о 0 0.77 
1 一 1 0 ть |01 T V 
о —1 o| wl- 
V, = MTN(V) = 0 _1 clt r 
о о = njon 
0 0 —1 | t 


ME TR ii] RI ЕРЕ Q REKKE M ,那么 式 (C. 2- 
2) 变 成 
Ост! Т, А _ ТАРА 
У. = | 1 |. = ао, = о") 
(C. 2-7) 
其 中 
N(V) = (Q; TY, (C. 2-8) 
шж Q E хРЖЕЛ И ПИ ЕДЖ SB EE, NNER 
Жел tE kR k bk B) Ж ph Е, ЯЗ (С. 2-7) 为 称 广义 节点 
ж. 
ЭЛЕ ЕГИ Ж , ТЕ АГРЕ ВЕ ОС 
RREH р - 1 个 线性 无 关 割 集 , 旦 由 式 (C. 2.7) 将 支 路 
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tB FE 8k 28 НН ЕК, ЖЕ 
定律 。 

要 写 出 电网 给 的 方程 ,还 需要 根据 支 路 的 具体 内 容 , 利 用 
支 路 电流 与 支 路 电压 的 关系 .对 于 线性 定常 网 络 , 通 常 采用 
С. 2-2 所 未 的 一 般 支 路 ,其 中 如 和 vw 分别 为 独立 电流 源 与 独 
立 电压 源 的 电流 和 电 讨 。 


ШС. 2-2 
车 用 拉 氏 变换 РАНЕЕ, ИГ 
(В) = (L, + R, 十 = tQ) Фу + о (ә 


(C. 2-9) 
STAPE, K ЛЕ ЕН КЕЗЕ ЕЕЕ А УЧЕ ia, 
& 
1 
Z, = hL, + R, + АС, 

Z, HEM k ANEN, FERC. 2-9) 可 简写 成 

‚тв = 2,44 一 і) 十 о = 1,2, ,9) (С. 2-10) 
或 . 
h = Y.u, + im — Y, (h = 1,2-** 9) (C. 2-11) 
RP У,=7, ШЖ k ZAS. 


如 果 各 支 路 的 电感 之 间 不 存在 互感 , 则 支 路 电压 列 矢量 
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和 支 路 电流 列 矢量 之 间 的 关系 可 写成 

У. = 72(1,—1,)+У, 
式 中 Z НЕ ВЕ, 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,其 主 对 角 线 上 的 
元 素 是 各 支 路 的 运算 阻抗 


Z; 
7 — а 
7, 
而 支 路 电压 列 矢量 У. = Со, Ve» "90,27, 电压 源 列 矢量 У, = 
Cu, U, нее 27. . | 
ше У=и м 
У, 
У, 
Y= . 
Y, 
将 有 


І, = YV, — 1, — YV, 

把 式 (C. 2-4) 代 入 上 式 , 有 

. = YMTN(V) + I, — YV, 
H MI.—0,# 

МУМТМСУ) + MI, — MYV, = 0 
МУМТ(У) =— МІ, + MYV, 

Ф ҮА МҮМ" RI л” Rei ХР) 39 W 8 S pJ $E 
阵 , 则 上 式 可 写 为 

Y,N(V) 一 一 МІ, + MYV, 
这 就 是 所 要 求 的 节点 方程 。 
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Im LA 一 M7, 十 MYV,, 则 节点 方程 为 
Ү,М(У) = I, (С. 2-12) 
КОЖЕ, У, 和 1, 就 不 难 求 出 。 
我 们 举 一 个 例 上。 
写 出 图 С. 2-3 折 示 的 电网 络 的 节点 方程 。 


ЕС. 2-3 

рУ N 如 图 C. 24 所 示 。 

以 节点 4 为 参考 点 ,关联 je 
JEFE M 是 


abc d e 
1100 1 0 0 
2000 -1 1 | 
30 1 1 0 一 1 0 
ЖИ ЕЕ ШЕЕ 
G, 0 
о G 
С, 
Ү = hL, 
hL, 
; i; 
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电流 源 列 矢量 hb=(—I,+0,0,0,0,037, 电压 源 列 矢量 У, 一 
0, ЕЯ 


100 1 о.о 
Ү,= AYA" = |0 o o —1 1 1 
011 0 —1 
G, 0 
с 1 0 о 
И G оо 1 
x : оо 1 
: hL. а —1 0 
: hL, от —1 
1 
0 о] 1 o 
С. + АГ. — hL; 0 
— hl, hL,+ hL. + = — hL, 
f 
0 一 hL, G, + G, + hL, 
— I, 
МІ, = 0 
0 
于 是 节点 方程 是 
G. + hL, — hL, 0 л f 
— hls В, ЕВЕ, + ЖС; — АЕ, ть | = 
0 — hL, G, + G, + hL, ] V 0 
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С.з МА 


当 一 个 系统 满足 基 尔 禾 夫 定律 时 ,各 支 路 电流 间 不 是 互 
想 独 立 的 ,所 以 各 支 路 电流 可 以 表 为 选 定 的 一 组 线性 无 关 的 
支 路 电流 的 函数 ,网 孔 变 换 就 是 方法 之 一 。 
把 电流 列 阵 分 块 ， 
1, 
le = [2] 


Жр 1. EHTE ERR Т ВЕНАГА ЕЯ, 
二 对 应 了 的 树枝 的 所 有 支 路 电流 的 列 矩 阵 。1 中 的 元 数 为 9 
—р+1.1, 中 的 元 数 为 Pl ЗЕХН Е M 分 块 ; 
一 СМ М] 
其 中 Mu 的 列 对 应 于 全 жн, M4: 的 列 对 应 工 的 树枝 。 
我 们 有 


I. 
MI, = (M,,M,,2 [ | = 0 


或 
І, =— M: ML 
于 是 
-| 
24 (13. 2-4), #1 
В, = U 一 (MD 
故 І, = BI, _ (С. 3-2) 


НН 


EF B 可 表示 为 
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В = СВ, 
ЕС Жа—р-+ ИЯ, Вр 
В = (В.В) = СА В, 
这 里 В. =C 是 非 奇 异 的 ,所 以 
В; = CB = BiB 
于 是 由 式 (C. 3-21 得 
І, = ВТСВ')Т1, 
或 
І, = ВТР(Г) (С. 3-3) 
РО) = (Вр. (С. 3-4) 
Ж (С. 3-м. 
把 式 (C. 3- ARC. 1-1) ,得 
МІ, = MBTP(I) = 0 
国 为 MB EAE, ЖИ P() 为 怎样 的 gq 一 p 十 1 个 函数 组 
ЖЕ ВЕ. ЖЕЛ: ЖЕ Же нй ЕЕ ЖИИ EL ЖЕ, (C. ЗОНЕ 
Е, 
В 


ІЛ = Cim fa, im a, 
因此 , 当 PP(7) 一 但 确定 ,由 网 孔 变换 即 可 完全 确定 Le 
由 式 (C. 3-3) 可 以 看 出 ,元素 „ЖЕ ВИ, НИ 
个 元 素 上 去 ,r 一 1,2…,g 一 p 十 1。 于 是 i 可 以 看 成 是 加 到 对 
应 于 图 矩阵 B 的 第 + 行 的 圈 上 的 权 ,P() 可 以 看 作 所 谓 图 电 
ЖЕ, 
例如 ,在 图 (. 3-1 所 示 的 电网 络 的 图 中 , 取 圈 С, ,С, С. 
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图 矩阵 如 为 
a b с d e f 
Gl 101 0 —1 
B=C, |o 0 1 1 —1 0 
Gl 1 0 1 一 1 O 
取 
" 
P(I) = za 
i, 
则 由 式 (C. 3-3). í 
1 0 1 і. 
пот 
L=#PD= °? 1 а" 
1 1 11 J и 
0 -1 -1l i 
—1 0 0 i; 


i + š, 

i + i; 

iz 

h Fiti 
—%—# 
— i 


* 355- 


TAAR ARIDE Е ТЛУ T ЯН БЕШТЕЙ q— p+ 1 + 
线性 元 关 图 ,已 由 式 (C. 3-3 38 ИН, En И В 
数 , 册 系统 自动 满足 基 尔 霍 夫 电 流 定 律 。 

要 写 出 电网 络 的 图 方 程 , 仍 可 采用 图 С. 2-2 的 一 般 支 路 ， 
在 考虑 到 具有 互感 和 受 控 制 的 情况 下 , 支 路 电压 列 阵 是 

У. = 201, — 1,) + V, 
КНС РЕ, 主 对 角 线 上 的 元 素 为 支 路 阻抗 , 非 
主 对 角 线 上 的 元 素 则 考虑 到 互感 及 受 控 源 等 。 若 设 图 电流 列 
RAH I r=q- pt1) ,图 矩阵 为 B., 则 有 

Г. = BI, 
ВУ, = 0 
根据 以 上 诸 式 , 化 简 后 ,得 
B,Z BTI, = В,21, 一 BV, 
若 以 Z. a В.2 В: Z. 称 为 图 阻抗 矩阵 ?代入 上 式 , 则 有 
2.1. = В,21, — BV, 
这 是 一 组 g 一 p+ 工 个 独立 的 方程 , 解 出 工 ,得 
І, = 2, ` B,ZI, — Z-'B,V, 
L mh) ,不 难 求 出 工 和 V, 

例如 ,图 C. 3-2(а) 所 示 的 电网 络 , 电 网 络 的 图 如 图 C. 3- 
200). 

ЕЖЕ В, 是 


0 1 1 一 上 
ЖИН ЛЕ РЕЯП ИЕН СЯН PFA Е 
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Tai, 


hL. hla 


N 
| 
© 
| 
= 
ы 
о дро оф о 


pt, + R, АР, — R. 


一 1 
Z, = В.Е ВТ = АР, R, AL, + R, + 5С; 


e° °... 


ЕЕЗ 
о 


КЕШУ 
bL, + R. АР, — Ё, 0 . 
_1 1 “ k 
АР» — R hL. + R. + ус. 一 了 有 i |= |0 
1 | 1 і. 0 
— r. 一 和 R +K + р, 3 


С.4 FARE ТУ, 


对 于 一 个 电 辣 络 , 由 基 尔 替 夫 电流 定律 (节点 方程 ) 
MI,=0 | (С. 4-1) 
作为 系统 方程 ,其 中 
І, = It) (С. 4-2) 
J. Je e J, ВЕЦ 0v ya, J t. Ea, FE ТЕ РЧ ИЧ ЖОЙ 
ВА. 这 时 由 式 (C. 4-2) 可知, 支流 电流 是 .1 J, о, 
о, "ео, 的 函数 .但 是 式 (C.4-1) 并 不 能 表示 一 个 电网 络 , 这 是 
， 因 为 电网 络 还 项 要 满 足 基 尔 瞧 夫 电 压 定律 。 下 面 我 们 来 举 一 
个 例子 ,说 明 一 个 系统 满足 基 尔 党 夫 电流 定律 ,但 是 不 能 说 明 
它 满足 基 和 尔 霍 夫 电 压 定律 。 
如 图 C. 4-1(a) 所 示 的 电网 络 , 它 对 应 的 电网 络 的 图 如 图 
С. 4-10). G, ЖЖ =G: 刻 划 的 一 个 非 线性 电 
H, 
关联 矩阵 М 是 
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(b) 


17 一 1 1 0 0 
M= al 0—1 1 ) 
电流 列 阵 1, Ж 
J. J, 
š, Сл. | 
L= 5 = Gsus 
i Сл 
其 中 Ua +0 和 v. 分 别 是 G. G, 和 С, 的 支 路 电压 。 于 是 
J, 
一 1 1 обо — J, + i 
| о —1 1 | ‚узы 
і, 


— Сл. + Сиһ + бл?) — 
表明 该 系统 满足 基 尔 黎 夫 电流 定律 ,但 是 不 说 明 它 满足 基 尔 


Еще. 
. 359. 


_ N J, + бл, |- 


为 了 使 系统 满足 基 尔 和 霍 夫 电压 定律 ,需要 用 节点 变换 。 在 
上 面 的 例子 中 , 取 
С, G, С. 
1 оо 
м, = "ë 1 1 ) 
Е Ч PEA J, 去 掉 后 的 网 络 的 图 的 关联 矩阵 , 节 
点 变换 是 у 


把 上 式 代 入 МІ. =0 中 ,有 
— J, + Galv, — v) _ 
— Ся — uz) + ба + сые Е 
这 就 是 图 C. 4-1(4) 所 示 的 电网 络 所 需要 满足 的 方程 。 
RME v 3E E 3 Е 
QI, = 0 
时 ,前 述 步 又 仍然 成 立 ,其 中 人 @ ЖЖ ЕШ. 
类 似 地 ,也 可 以 用 基 尔 稚 夫 电压 定律 
ВУ. = 0 


МІ, = | 


作为 系统 方程 ,其 中 

У. = f(E, Ez, E, si еб Е) (C. 4-3) 
E, E, = E, EEEN, iie sip 是 包括 电流 源 的 支 路 电流 。 
ЯН її, ,is 按照 满足 基 尔 秆 夫 电 流 定律 的 要 求 进行 变 
换 , 这 些 方程 才 足以 表示 一 个 电网 络 。 前 面 介绍 的 网 孔 变 换 就 
ИЖ РЕНИ. 

如 果 电 网 络 的 每 个 元 件 >, 都 可 以 表示 为 
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уйл = š (С. 4-4) 

其 中 让 和 人 是 元 件 为 上 的 支 路 电流 和 支 路 电压 ,那么 分 析 还 
可 以 更 简单 些 。 在 这 一 节 我 们 来 介绍 每 个 元 件 都 满足 式 
(С. 4-4) 的 电网 络 的 拓 朴 分 析 法 ， 

为 了 方便 起 匈 , 当 一 
ЖЖЕНЫ а оС. 
С. 4-2 7). На о, № | | 
ЕС. 4-4) ,我 们 可 以 用 и » 
уь ФЕД 天 的 权 。 弧 天 加 ` 
ЕЯ Yi Ж А ШЕЯ i 
及 vw 是 等 价 的 (如 图 C. 4- 


2 所 示 )。 由 式 (C. 4-4) 给 ЕС. 4-2 

出 的 关系 可 以 用 来 表示 初 

始 条 件 为 零 的 线性 集中 参数 , 非 时 变 元 件 .这 样 的 元 件 可 以 是 
电阻 ,电感 ,电容 或 者 两 端 网 络 。 


一 个 电网 络 对 应 一 个 每 条 弧 有 权 %( 导 纳 ) 的 图 。 对 每 条 


У = 1 
ул: = і, 
Уор == 1, 
ЕТИН Kh, 
Yı V 1 
>” = |“ (C. 4-5) 
y, 00, š, 


或 写成 
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Y,V, == I. (С. 4-6) 
Е М ЖИ ВЕ, ИЖ 
MI, = MY.V, = 0 
把 节点 变换 式 = ММУ ФЕ NIV) 改 写成 V,, 上 式 可 和 写 
成 . 
МҮ,У, = МҮ,М?Ү, = 0 (С. 4-7) 
其 中 MY,M” 称 为 电网 络 的 节点 导 纳 矩阵 , 
如 果 把 能 用 -条 弧 来 表示 的 元 件 称 为 无 源 元 件 , 把 某 树 
上 的 所 有 树枝 的 时 纳 的 乘积 称 为 树 导 纳 式 积 ,那么 我 们 有 下 
面 的 结论 。 О, 
定理 C.4.1 设 一 个 电网 络 由 无 源 元 件 组 成 , 则 其 节点 
导 纳 矩阵 的 行列 式 等 于 所 有 可 能 的 生成 树 导 纳 禾 积 之 和 。 
[证 明 ] 在 和 他 点 导 纳 矩阵 MYM 中 ,以 已 表示 MY., 
则 
МУ. МТ = НМТ 
由 毕 内 一 柯 西 定理 ,有 
IHMT| = J, |H AKTE | x [МТ 的 相应 的 大 子 阵 | 
(C. 4-8) 
因为 了 . 是 对 角形 年 阵 , 故 
У, 
Н = ©Н,,Н,, = (M,.M,---M.D у: 
| Y, 
= СМУ, M,Y,---M.Y.D 
所 以 H 的 任何 大 于 阵 H, 的 行列 式 可 表示 为 
[Hal = |H, H =H, | = |(Y, M, YM ,Yi M,)! 
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= |, ‚У, Y, | |м, М," | 

HG МО ју.) М ВУ jas jart sjm 组 成 的 子 阵 ， 

那么 式 (C. 4-8) 可 有 表示 成 ` 

[МУ.МТ | = х (У, УУ MG ja МС је" 
(C. 4-9) 

由 行列 式 性 质 , 知 . 

М Jarja) | = IM G, Jat jm) I” 
于 是 
IMY,MT| = $, Y MCA 


‹С. 4-10) 
我 们 知道 ,关联 年 阵 M 的 大 子 阵 为 非 奇 异 的 充 要 条 件 是 
该 大 子 降 的 列 所 对 应 的 边 组 成 一 棵 生成 树 , 且 这 些 非 奇异 甜 
阵 的 行列 式 的 值 为 1 或 一 1, 在 式 (C. 4-10) 中 ,M 的 大 子 阵 行 
列 式 以 平方 形式 出 现 ,对 应 的 导 纳 ( 对 应 于 主子 阵列 的 弧 的 
КОНЕ НЯ. Er 1 | 
IMY.M | = У 树 导 纳 乘积 «С. 4-11) 
Ж > ИЯГЕ EDRR, E 
为 了 方便 起 见 .用 记号 和 表示 节点 导 纳 矩阵 的 行列 式 ， 
设 六 是 由 无 源 元 件 组 成 的 网 络 ,G 是 N 所 对 应 的 加 权 有 疝 
图 。 由 式 (C.4-11) 可 以 看 出 ,改变 G 中 弧 的 方向 ,对 А 
Ж. 直接 从 两 络 N 来 找 所 有 的 生成 树 要 比 从 对 应 的 加 权 有 向 
图 С 来 找 更 方便 些 、 例 如 ,图 C.4-3 所 示 的 网 络 的 所 有 可 能 
HERRE 


CCa AC) (Garg s (бис, ФС, ‚ GO, hC.) 
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AG, 


С. 4-3 
所 以 


G, 
L, 


А = КОС, + GC + С + ў +y 
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1-3 
(1) 对 GG 的 顶点 数 n 用 数学 归纳 法 ,n=1 显然 成 立 , 在 n 阶 连通 图 
G 中 任 取 一 个 顶点 …, 考 处 G 一 v 的 每 一 个 分 支 的 边 数 ,再 由 G 是 连通 
的 即 可 得 出 G 的 边 数 至 少 为 n 一 1。 
(2) НЫЕ ”如果 避 中 不 合 有 图, 则 GG tz А ES 1 的 顶点 
*,G— u 必 为 无 圈 的 连通 图 ,再 利用 归纳 法 即 可 行 出 安 的 边 数 为 一 1 
тж. 


(3) 用 反 证 法 如 果 忆 的 每 个 项 点 的 度 均 为 偶数 , 则 G 的 边 数 为 
> у вет. ` 2n="n ЖЩ. 


VELGI 


1-4 
У (7) Lg- 
i=] 1 
љ-3 — ) 
(2) У) |, | i! 
iwl ЛЬ 
а—2 n— 1 
(9) 5 |" | Өй +1 
те АЕ 


1-5 Hesum GHAS e РЕФЕ Зу олоор. WMA o ТЫА 
彼此 不 同 , 则 wwz…uew REAA e 65 M. ШЖ mva Lp, E. 2<a, ñ 
=, 则 从 TUA "TA HEt Vati r" Upa 得 到 的 ТЫ: "ИТ 仍 为 
НЕ. Ж visor о, нора su 彼此 不 同 ,就 得 到 了 所 要 的 痢 , 若 不 
然 ,重复 上 面 的 过 程 ,最 终 就 可 以 得 到 和 包含。 的 图 。 

1-6 因为 G 中 顶 点 的 度 均 不 小 于 a, 所 以 G РЕН. ERG 
中 一 顶点 vo t v 5 ta 邻接 ， 因为 degv: 之 2, 所 以 存在 тзлш эл» ВУ 
邻接 ,如 此 继续 下 去 可 得 到 G 中 的 一 条 链 。 因 为 G 只 有 有 限 个 顶点， 所 
以 链 上 必 有 一 段 构成 图 . 

1-7 ”根据 道路 和 度 的 定义 ,可 得 出 。 

18 考虑 两 个 图 的 度 , 重 边 和 环 的 关系 . 

1-9 令 gp 满 足下 面 的 关系 (题解 1-9 PH). 

1-10 因为 完全 图 的 任意 两 顶点 均 邻 接 , 所 以 导出 子 图 任 任 童 两 
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顶点 也 邻接 。 
1-1 国 为 把 4 中 所 有 不 邻接 的 顶点 都 加 上 边 ,就 可 以 得 到 ， 阶 
完全 图 。 


1-12 

(a) 12341 是 一 -条 闭 链 , (b) 34231214 是 一 条 链 , (с) 图 的 所有 边 不 
构成 链 。(d)23452154 ЖЖ. = 

1-13 题解 1-13 图 ' 

1-14 p 阶 完全 图 的 每 两 个 顶点 怡 有 一 条 边 ,所 以 边 数 为 g 二 


[2]. 反之, 如果 图 G 的 边 数 为 [ >] mc mamaq maoa. 


1-15 ”由 完全 部 图 的 定义 即 知 上 E(K。,a)|==mn。 设 局 是 二 部 图 ， 
САИ ХУ. ДЕСУ < |X| ‹ || р? /4, 

1-16 ЕЕ JES 1-5 类似。 

1-17 如 果 避 不 连通 , 则 GG 至少 有 两 个 分 支 ,不 同 分 支 中 的 人 顶点 之 
间 不 邻接 。 上 反之 ,如 果 避 的 顶点 集 可 以 划分 成 V; 和 Ya: 中 的 任 一 顶 
点 与 V, 的 尾 一 顶点 都 不 邻接 , 则 G 不 连通 。 

1-18 WRG 不 连通 ,V) МУ, 是 G 的 顶点 集 Y(G) 的 一 个 划分 ， 
使 得 Vi КУУ. 的 顶点 都 不 邻接 , 则 

у, V, _ 
вен (к) (Р) 
- 367 ° 


1 


ANS 
AR 


题解 1-13 图 
1-19 G 中 任意 一 条 边 e 至 多 联结 G 的 两 个 分 支 
1-20 取 G 中 尚 个 不 邻接 的 顶点 vw Ни, ЕФ o B о, 65886, 
则 此 道路 上 必 有 三 个 项 点 满足 题目 要 求 。 


2] B 


2-1 按 定 义 2. .1 证 明 。 


22 用 反 证 法 , 设 己 是 树 了 中 最 长 道路 ,如 果 尸 的 一 个 端点 的 度 
大 于 1, 则 引出 矛盾 
> 368 ° 


2-3 考虑 树 的 庶 的 和 。 

2-4 分 连通 图 种 不 连通 两 种 情况 来 考虑 。 

2-5 ”由 定理 3.3.1,G 有 生成 树 ,生成 树 的 边 数 为 p 一 1, 即 生成 树 
EGTA KA gpl 

2-6 利用 堆 论 2. 1.1。 

2-7 只 需 考虑 # 为 奇数 的 情况 ИЯ. 是 二 部 图 G 的 一 条 钊 边 , 考 
È G—e 的 一 个 包含 一 1 度 顶 点 的 分 支 , 可 以 推出 &=1。 

2-8 iH GEERT., 

2-9 52-8 W% Mai 

2-11 EM CG 88. 

2-12 又 C 的 一 个 度 为 4 的 项 点 w 则 G 一 "有 4 个 分 支 ,每 个 分 
支 中 必 有 С 中 的 一 个 1 EA. 
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3-1 С1:1234264561531 
Ga ЖАВ 
Сз:149859127936923456781 
32 ЖК, 中 顶点 的 任 一 排列 。 
3-3 12368109751 Сил. 
3-4 用 定理 3. 3.2. 
35 ВСА Н, КСЯМЖ У, НУ, |< |V,l. W А 
(С 017 10.1 У 3.3.1 Ж.С 是 非 哈密 顿 图 。 | 
3-6 ФС* 56 o #J СЙ ТИИТ p+ 个 顶点 的 
图 ,证 明 G* 是 哈密 顿时 即 可 。 
3-7 在 G 中 知 入 一 个 新 顶点 v, 它 各 中 每 一 顶点 锅 悉 。 记 所 得 
到 的 图 为 G* ,G" 的 度 序列 为 (di 十 1,4di 十 1,… ,dj 十 1,p)。 根 据 已 知 条 
件 和 定理 3. 3. 4, 证 明 (含有 哈密 帧 是 ,从 而 得 出 所 要 求 的 结论 。 
38 H G fl G 的 互补 性 及 度 序列 的 单调 性 知 , 若 degelu) = d, 
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则 дерс (ол =d’ p-a, # ЕЕ ТРЕ В а ст а, арт, 
则 可 推出 政 盾 。 故 不 存在 这 样 的 m EHIE 3-7 知 G 有 险 密 顿 道路 . 
3-9 Рт G НА 1520. НЕР E G 中 的 最 
КЕР. ли НИКЕ РЕ, НЕСЯ, МИ 5 
= (u [nv € E}, T= (они Є ЕСС?) „15| =Чеңи:®8,|Т|= 
degu 228, ВЕ y Viti &SUT,# isUTI| 所 1 之 给 ,所 以 有 ПТ. 
设 vE53 门 TT, 于 是 得 到 G 中 的 一 个 长 为 /十 1 的 图 Син VDAV 
оны» 由 于 22811526, ВЕ С 外 但 存在 一 顶点 wEV(G)。 由 
+ С 是 连通 的 ,所 以 有 一 条 蕊 外 的 道路 РСЕ, ЖЕЕ, 
EA v 相连 ,于 是 我 们 在 G РИ ЖА Р.Р пли, одни 
vnik. BRP SEE AT AS P JE G 中 最 长 路 的 假设 巴 盾 。 


ии. 


41 与 生成 树 不 交 的 任何 边 集 都 不 可 能 是 割 集 。 

4-2 E(SXS) 为 割 集 当 和 且 仅 当 G 一 E(SX5) 的 分 支 数 为 2, 当 且 仅 
34 G[SJ#t GESIK EA. 

43 K, PEAH e 的 制 集 数 目 为 к, PREAH eM 
数 为 2:-1 一 ]。 

4-4 网 时 包含 和 e 的 着 集 数目 为 2"-:。 

4-5 设 C 是 (中 的 一 个 团 ,S 是 G 中 的 一 个 制 集 .G 一 S 的 分 支 为 
G: 和 人 EC 站 (GD 的 导出 子 图 为 若干 道路 的 不 交 并 ,而 每 一 条 道 
路 的 两 个 端点 者 关联 于 C 的 在 S 中 的 两 条 边 。 


JEE 
5-1 dasna ЕЯ T= {асе} ПЕ, 


5-2 ая Т= (a,b,c, Г}. G 关于 T 的 基本 图 组 为 С, = {азс› 
* 370 ° 


e C ,=1b.c,d),C,—= (as f. hi,C,=(b,c, fag}. GL C,,C, 和 UC, 的 各 
种 可 能 的 环 和 是 
В, = C, @ C, = {а,ф,й,е} 
B, = С, ФС, = {е,Ѓ,А) 
В, = С, C, = {abdre fig} 
B, = C. ФС, = la,b,d,f,h) 
В, = С, ФС. = (d, fg} 
B, = C, ФС, = (a,b,g,h) ` 
B, = C, ФС, ФС, = 1b,c,d,e, f ,h) 
B, = C, ФС, ФС, = {а,с,4,е,Ў,в) 
B, = С, ФС, ФС. = {5,с,є,&,А} 
Be = С.Ф С, ФС. = ца. в.в} 
Ви = C, © С, ФС, ФС, = {4,е, вв} 


5-3 
С, = {a,c b}, C = {с.4,е},С, = {eyf 8} 
С, = ta,b.d,e),C; = (a,b,f,g> 
C, = idw fgh 

5-4 


a),(a,d,f).la,b,e) ,tbc f} (с,а,в), 
{а}. ibd er fh abcd} fasc, Р). 
{а,с.е,./ ts {abcd gl ibd ef pg} 
{crd se} iB cs f rR} {а,Ь ‚е, g la d, fogh 
{ав} (ecd f}, (свв 04,6), 
{fg} hcd f} acre g}, (2.6, =}. 
{аа Рае, J} bedag}, 
idres fogts {beses Р). ба.с,а, в), 
{lasba fr}. 
5-5 中 线性 无 闫 关联 集 的 数目 等 于 G 的 各 个 分 支 中 线性 无 关 
关联 集 的 数目 之 和 。 
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5-6 写 出 关联 集 ， 
50) = {а,4,/},802) = (a,b,a), 
563) = {,с,4} S) = (c,e,f,gY,S(5) = tg) 
然后 作出 S(1),S(2),8(3),5(4),5(5) 所 有 可 能 的 环 和 。 


J 题 六 
6-1 Gi HARER 
a b c d e f g u i 
1 1 1 0 0 0 о о O 
20 0 0 1 1 1 0 0 0 
30 0 0 0 0 0 11 1 
t11 0 0 1 0 01 0 O 
39 1 0 0 1 0 0 1 O 
вю 0 1 0 0 1 0 O 1 
Gz ехе у 
а b c ае 
10 ооо O 
211000 
30 1 1 0 O 
49 0 0 1 O 
500001 
610111 
6-2 WERA 


C, = tasc, f} ‚С, 一 {bed} | 
С, = {dae) CC, = {Рей} 
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= со 


h 
0 
0 
Ü 


| 
~ 
> 
> 
о 
о б re 
Or r 
= 
с = б © 


çC O 9 1 1 
63 НАМЕК НИЯ, ШК ВЕЖ T RHE К, 
ТЕЖ КА & fh a] ЕП ЖЕШЕТ, ЖЩ K, ЖРТ Ч 
基本 割 集 及 其 所 有 可 全 的 线性 组 合 。 
6-4 HEH СЭ РТ lab, d, ЕЁ Ж ЭЕ РЕЯП Ж ЖА . 
РЕ, 
жт T ЖГ 
C= {fab c,d ,es f) 
C= lta,b,c,gb 
С. = {8,4 sh} 


C= (c,d.,e,i) 
ЕЖ Бл 

SI= {afg} 

S,= (b.,f.g.h) 

S,= tc,f,g h.i) 

S= {df ,pri} 

$s= (е, Р.) 

а b c d e f z h i 
fl 1 1 1 1 1 0 O 0 
tl 1 1 0 0 0 1 0 0 

В, = 

(„011100010 
10 0 1 1 1 0 6 0 1 
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Q, - S, 


= Фоо н ę 
о о с = о + 
© O о о 
с=с кю бо бс о А 
= © GG о о 
= — „кю = “э 
с — ы — — m 
с б к ко => = 
ке k= = O = 


6-5 KHK P: 
SAY {fis = {fas f ,&},56(3) = labh}, 
504 = #,с},8(5) = (с,4,6),5(6) = (d,e,h) 
作出 它 作 所 有 可 能 ,为 环 和 。 


6-6 
a сє d e f 
lioo 101 
M= 2 = (М.М, 
111000 
[о отво 
1 0 O 101 
M.= |11 1|.М„= |0 0 0 
001 | 1 1 
В,= (Ш ARADON 
1 00110 
= 010011 
001101 | 
1 0 11 00 
QQ D=| 10 о 1 0 
01 1 001 
6-7 TERR M Др Л 1. 


6-8 T=(b. ,de} 
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Q; = 


6-9 (1),(2),(1),(5) 正 确 ;(3),(6) 不 正确 。 

6-11 因为 图 6 的 完全 是 矩阵 的 所 有 行 向 量 ,就 是 @ 的 团 室 间 的 
所 有 非 零 元 壳 , 根 据 征 理 5. 2. 3, 5с АЕ ШЕ B, 的 所 有 行 向 量 组 成 的 向 
量 组 的 秩 是 4 一 p 十 1 

6-12 证 明 与 定 哩 6.2.2 类 似 。 

6-13 WCE p A p—1 条 边 ,以 M HAEE, G 为 树 
>G ESM 非 奇 异 

6-14 (1) Шь САИ, R| V. ЕЕ 4 EER о, 所 对 
应 的 行 和 列 后 ,得 到 拢 阵 4,, 可 以 通过 对 行 和 列 的 若干 相同 对 换 而 恋 
成 分 块 对 角 和 矩阵 。 

(2) 如 (wo) 是 -条 制 边 , 则 适当 调整 4 的 行 和 列 可 把 A 变 成 形 


. A, 1 
Gi a) 


的 矩阵 ,其 中 А, sA: АЕ, Г, 形 如 


如 
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һ= |” 
' оо. 0 


1 0 ... 0 

6-15 (1) C, 等 于 G 的 邻 技 矩阵 4 的 主 对 角 线 土 诸 元 素 之 和 。 
(2) 4 的 非 零 = 阶 主 子 式 与 G 的 边 一 一 对 应 。 

(3) 4 的 非 零 =: 阶 主子 式 必 为 

0 1 1 
101 
1 1 0 
6-16 用 反 证 禧 ,考虑 全 的 最 小 多 项 式 和 长 为 了 的 遭 路 。 
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习 题 七 


7-1 {uan} з ЛТА: (0) ,是 G, ЕХ. 

7-2 k(G)=k.MG)=2 k(G)=x(G)=1 

7-3 所 有 长 为 SDK С.В Е 

КС, = МС.) = 2 

7-4 EG КЕК РНК КЕНЕ, ПЕЛЕ 
Ж € E(G),G—e ЧЕН, G 为 2- 连通 的 。 

反之 , 著 避 是 -连通 的 , 则 G 无 制 边 , е ЗЕ 51 fa 
以 G 中 的 全 点 互相 连接 。 设 wiv 是 局 中 任意 两 顶点 。 分 两 种 情况 

(1) wu 同属 上 的 某 一 块 , 朵 由 定理 7. 2. 4 知 结论 成 立 。 

(2) n, ХИ f 同 一 块 ,为 方便 起 见 , 令 иЕВ,. B. В..0Є В.В 
НЫ В, ЯП Ba ELA v НН. ШР G ЕЯ МСУ СВО 23, 
1.2... PENRE 7.2.4 知 ,在 B, 中 存在 两 条 由 zx 到 о, 的 不 相 
交 的 道路 Pu Pu. : fE B, 中 存在 两 条 由 V1 到 VV 的 不 相交 的 道路 Pa， 
PG 二 11,2."mn- 1), TERTERA THRE uA v МД АННЕ 
B: Pa UPa Ш UI P. fl Pa U Pa Uee Paza 
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75 GATIHA G УН АЕА, ЧН 
心 是 2- 连 通 的 。 

7-6 从 连通 图 如 中 任意 去 掉 一 条 边 得 到 的 图 至 多 具有 两 个 支 。 

77 当 连 通 图 C 只 有 一 个 定点 时 ,结论 是 显然 的 。 当 G 的 割 点 数 
之 2 时 ,考虑 G PAR AARRE PE BEG pA PHRA 
ERA PHUNK И 如 一 定 是 仅 千 一 个 剂 点 的 块 ,否则 就 和 尸 是 最 
KERFA. НЕРЖЯЛИ АЕ G 中 至 少 存在 两 个 仅 会 一 个 割 点 
的 块 。 

78 МНЕ жи. 
uvv № — Жи Р, Ш 
没有 和 PP 内 部 不 相交 的 (wx,v) 道 
B. 

7-9 Ка. СН n v 
一 顶点 v, 有 deC 260224024, 

再 由 
2q= Y) degto) > kv 


ТЕМУ v 
ag> ke | 题解 ?7-8 图 
7-10 ЎеЄЕ, ЕЕ Ж Е((С—Е'){)е)-=1;,@ e G-E Ue 
Ж.Ш) G-E) =? Ee REGE Ue МИН, АС Еу = 
1. 故 结论 成 立 ， | 


J 题 八 
81 МЕНТ РЖИ ЭЕ: ЭВ ТЕЕП М, 与 M,,WJH (M, — Ma) 
UL :一 1 导出 的 子 队 含有 图 。 
8-2 URH. ERO НЕМАН 8. 3. 1,O(G 一 <1 且 
СЕЗУНЕ. Ц Ос в) 1, 


充分 性 ,对 每 一 个 EV(G), 因 OCG 一 w)=1, 故 G 一 uv ЖЕ 
*。377 + 


T Cw) ik v СФ ет, еб) o BE S E. ë M Е 
一 切 *(v)? 的 集 个 ,可 证 明 М 是 一 个 完美 匹配 。 

8-3 ”必要 性 。 设 二 部 图 G ЖУЗ, ДЕЖ VSV (G), H = 
理 8.3.1, 有 |N (Ó )|22O(G—N(V,))> Yal. 

充分 性 , 设 G 是 以 (4, 了 ?为 划分 的 一 部 图 ,由 于 对 任意 VEV G), 
МСИ) У, Я А А|=|В|, АЗ УСА, ЯМУ [, 
由 这 个 条 件 对 1341 作 归纳 ,就 可 以 证 明 G Ни. 

- 8-4 设 关 ,的 顶点 为 zymyzz iv 对 任意 一 个 iE {1,2,+°,2я— 
1}, FE ЖОЛ су ia 一 1 一 1 的 集 侣 ,其 中 下 标 理 解 为 
й 2а — 1 的 同 余 , 则 可 以 证 明 ,F — -AFH Ka =Р ЦЕ, U 
Кыл 

设 G 是 正则 二 部 图 , 则 G 有 完美 匹配 Mi 而 G— M Jë (k— 1)- 
正则 二 部 图 ,有 完美 匹配 MH:, 继 续 这 个 步骤 ,得 G= MUM: U~ UMa 
85 构造 ~ 个 图 G, 
顶点 口 和 - ,它们 的 集合 分 别 为 蕊 和 YY# 如 果 口 和 全 有 公共 边 相 
邻 , 刚 卜 和 器 委 接 。 于 是 得 到 一 个 以 ( 庄 , 了 了 ) 为 二 分 斯 的 二 部 图 , 且 | 藉 | 一 
| 十 2, 故 G 直 可 能 存在 完美 匹配 。 由 G Bias А.з С 
中 的 一 条 这 ,去 由 厂 中 不 存在 完美 匹配 知 , 原 图 不 可 能 用 [CT 恰好 延 


Е 
M a 


J м Л 


91 对 任意 两 种 颜色 ,总 有 一 条 边 其 两 端点 为 这 两 种 颜色 的 顶 
点 。 

9-2 Ф 00:05326. $ G, JE G rh 1,2 3 色 的 顶点 在 С 中 的 导出 
子 图 ,G: АС Ф 4,5, ХВ С 中 的 导出 子 图 。 由 于 二 
部 图 的 色 数 为 k G G 均 不 是 二 部 图 ,所 以 GG НН 
设 有 公共 顶点 ,与 假设 子 盾 ， 

9-3 1- 色 寺 是 空 图 , 故 1-4 9 REE к 色 图 是 二 部 图 , 故 2- 
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临界 图 只 能 是 K. s ЯНАО, Нина 
能 正常 基色 , 故 3- 监 界 图 只 能 是 二 奇 轩 (8 尝 3)。 

9-4 ЖС) яр G, 作为 召 , 由 于 KOLI+8O), ЁК 
1062061 -+-тахё(Н +, 

9-5 Мени, Фи, ЖЕНИ А G— MG- e 有 相间 的 着 
E AIE, AG ее) BE uv ЖАНЕКА G— 的 二 着 色 的 数目 。 

如 果 ww НЕ, 2 С—е ЖС AAAH #-Ж ТА, НН, (С, 
ОЙ и ЖЕНИ s Сей АС НН. HED, сер 
=f СИ) УСС не), 

9-6 3 p=1 В}. К) =, ЙЛ E #<m 时 ,命题 成 立 , 今 
证 p=m РЯДЕ. 出 推论 和 .1.4 Ее ЕСС), Н е 的 一 个 端点 的 
ЕЯ, РЕб-ен -个 孤立 点 和 一 个 m 一 1 ИАС. 显然 是 
一 个 m 一 1 阶 的 树 ,t 习 题 9-5 的 公式 和 归纳 假设 ,f(G,#) = 706—е.0) 
РС вора De, 

9-7 ШЕК» АЖ, GEKS a ВШ, ШС. Ва 阶 树 ， 
G ，e 是 长 为 n 一 1 018. hI 9-5 药 会 式 和 归 销 法 , 即 知 命题 成 立 。 


习 题 十 


10-1 EDE 10-1 图 ?所 示 的 图 为 平面 图 ,而 Ca),(5 (с), (е). 
ЧЭ, (zy, () 均 为 可 店面 图 ,其 平面 嵌入 题解 10-1 Иж. 

10-2 ”相应 的 最 大 平 图 为 题解 10-2 图 所 示 。 

19-3 不 一 定 。 闭 如 题解 图 10-3 所 示 的 图 GG #,6=7,9=10<3р 
一 6, 但 它 含 有 与 及:.: 坷 胚 的 子 图 。 因 而 不 是 平面 图 。 

10-4 ЕБЕТ, НЕК, 的 对 称 性 ， ЯЖ K; 的 某 一 W e, th ih K.-e 
的 一 个 平面 嵌入 即 可 Kutta, 

ШЕТ. К, ,不 可 平面 的 。 由 库 拉 图 斯 基 定 理 ,KK,-e 含有 一 个 
MEF К.а К.а Н, НРК, 和 K. ;都 没有 2 度 项 点 ,所 以 Н 
是 K; К, ,经 过 一 系列 细 分 而 得 。 但 这 是 不 是 可 能 的 ;因为 ФН) 
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К,» 


题解 10-3 图 
(К;-е)=5<р(Ку НКУ gM), ЖЗ К. з-е НИЛ 
法 证 明 。 

105 ШИС ИЕ, =G. с, <3р—6. А1 a+ 
=p- 6р- 12,8 —13р--24<0. 但 是 , 当 p 之 11 时 ,大 一 13p 
+24>0. ЖИ. 

106 Æ GÆTA. М # 一 请 另 一 方面 ,G 每 去 掉 一 条 非 割 边 
怡 减少 一 个 面 ,所 以 去 德 /一 1 条 边 后 ,G 变 成 一 樟 生 成 树 。 根 据 定理 2. 
1. 2, 记 一 1 一 4 一 (一 1) =9— р+1. МІТ 4 一 22 一 2。 

10-7 设 避 是 - -个 平面 欧 拉 图 , 心 * 是 它 的 对 个 图 。 用 定理 10.5.2, 
СС НА С (езе еее Е сним. i .2 
ЖС Фе ле, н" .ei 对 应 的 边 。 由 定理 10.5.2,C' == (е ненне) 
JR G 的 一 个 制 集 , 从 而 是 G 的 一 个 断 集 ,C" 可 以 表 或 若 于 个 关联 焦 的 环 
和 ,而 欧 拉 图 的 每 个 关联 集中 的 边 数 都 是 悍 数 ,因此 оО АЗС, МЛ 
CHRE. ШСЖ ERE. 

10-8 1 б=К» 

1”, Ж С.М G й КЕШЕ OC Я 10.81, В.) 

19 GPG Юн: 

Bin = {аль} 
BP = { (озо) 
` 381 ° 


<t 
1 


Ta 


Vs 
Gi i | б, 


题解 10-8 I ,图 
В? = {в} 
对 в.в, BP, T 
ЕЕ G= FY G, = ЕВ, б) 
= (АН, fi) 
取 片 во 和 面 Ли, 
ИР. =тл.. ®С,=С ИР, Е и PH tH P,,f8 G, 的 平面 
ЖА С, ОЖ 10-81, >. 
26 G, ЖП G. , 
2 G, ТЕ Bi? , BiP A 
КОН? Gs) = FP G) = (fm) 
ЖА BP 和 面 fy. | . 
2ч! Рулит. ® G,=G, UP, ,在 面 Л” r ij iH Р, Су 的 平面 
# A М 10-81, Td.) 
ЗС, 和 G. р 
32 б G, if Н Ж В", Bi” ,有 
 FO(Bin,G, = @ 
于 是 在 Bl” 是 不 可 性 的 。 因 而 G 是 不 可 平面 的 。 
I G=K;. 
1 取 一 图 G, НЕЕ Л СЕ 10.81, 图 ) 
> 382 ` 


де 


бз 
-8 1, WÍ 
题解 10-8 
б, 
1. 图 
10-81, 
题解 


v 


т 
т; 


ы 
T 


г. 
10-8 
题解 
>} 
Сл +. 
的 片 是 
1 G 中心 в = о? 
ВР 一 Ci 
ко = {tv "о, 
вы = { (т, 515) 
В" = 


" 383 = 


FBP G) = {Л®,Д®}@ = 1.2,3.4.5) 
ЖА BY 和 面 A’. 
126 Р, == т, @ G, =G, ОР, М л” фин P, fm G, CR 
10-8 1, M). 
2 到 G: м ё,. 
2? G PG: МНЯ Bi вво, во 
ЕВ? ‚бу = FP ‚бу = (92) 
FBP Go = FBP Go = Рут} 
RE BP 和 面 /3'。 


218 Р,— тїї, $ G, =G, U P,, ЖШ JE шщ P Ë Ë, daw 10-8 
1 3 8). 


ЮЕ 10-81. HH Ж 10-31, 图 
3' ER G, яп G, 
33G h G; 的 片 是 в, В, В 
FP GCG) == ЕВ, б) = ЕВ, G) 
= (fs) 


ин BC Нл". 
зэ Р,= тую, FGG ОР, ЛЕМ Л" 中 一 出 Р, 得 全 (题解 10- 
. 384 > 


81. BD. 
+" G, ffl G... 
LPG P G, Ни pe ве 
FOB ‚буу = FP, = (ft) 
вт, 
АР, от, $ 6, = ОР, ЖЕ / НВ Р, В С, ВА 10- 
81, W), 


题解 10-8 ,| 对 题解 10-81 ,图 

SPR С, #1 б. 

TUG 中 Gs МН Bts 

РВ" „бу = Ø 
于 是 片 Bi жаа, СЕА. 

10-9 对 项 点 个 数 p ЯНИЕ ров 命题 显然 成 立 。 设 ос 命题 
成 立 。 令 如 是 有 &T1 个 顶点 的 可 平面 图 。 由 推论 10.2.6 知 ,G 中 存在 
顶点 оо, дерс (ть) 5. # G, = G— u ВС 仍 是 可 平面 图 ,是 
ГИС) 1 一 所 由 归纳 法 假设 ,G; 是 6- 可 着 色 的 。 由 于 degelu) 5, о, 
在 G 中 的 邻 点 在 上 述 耸 色 中 至 少 有 一 种 颜色 不 出 更, 将 v。 着 以 此 种 颜 
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色 , 于 是 在 G, Ежа ЕНШ СН 6 着 色 。 由 归纳 法 ,命题 成 立 。 ` 
10-10 # С 是 平面 连通 欧 拉 图 ,显然 G 无 制 边 ,由 习题 10-7,G 的 
对 侦 图 G' 是 二 部 图 , 故 G* 是 2- 可 着 色 的 ,于 是 是 2- 可 着 色 的 ， 
К.Ж С Е ШИ. Ческе, 4 k ЭЖЕ [Н G Ж 
НИ, МИНЕТ. ЕЖЕ 2, В dego (o) й 
JAK. LH G 连通 ,故人 是 连通 欧 拉 图 。 


习题 十 一 


11-1 {7.0 = (a, fb,gcb.gdhb,edcb.ehb) 
Ш) = (bc,bfg bhd ,bfed ав зас. Л saehc saed) 
11-2 11 
11-3 15 
11-4 Ни Но 的 欧 拉链 олтита Турушту» 


和 最 矩 道路 зит 组 成 r 


题解 11-4 
11-5 
аі, lo ААА Uat s АУ 
ИСР ТЕС a ҮШ ур э УШ СТАА 
VV ЭТА T Ua) | 
11-7 {P 了 PT MN, NL, P.L) 


- 386 ° 


习题 十 二 


12-1 由 已 知 ,deg+(z) 一 deg- (ou) 一 1, 对 任意 的 wEy(D), 因 此， 
СН Тина ние, АИС 含有 一 个 有 向 图 Ci。 
ECAC, h C HEEE FE CUO, RUC), He 的 一 个 顶点 w 
在 Cl 上 ,这 时 deg 十 (w) 或 deg- (w> 矛盾 。 

12-2 È D HEEE, HEE vE VCD) degt, =деңгә:>0, 因此 从 
DD 的 其 一 个 顶点 出 发 可 得 一 有 向 闭 链 ,从 而 D 有-- 有 向 国 。 

123 РАВНЫ, ШО 显然 连通 , 且 degt tm) 一 deg (z), 
>EY(D)。 反 之 , 目 习 题 12-2,P 有 一 有 向 圈 。 设 也, E. D 中 最 长 的 有 向 
闭 链 ,车 力 = Di,ty D 为 有 向 欧 拉 图 。 否则 由 D 的 连通 性 ,存在 eEU 
人 D0,e&ULD) 且 。 的 一 个 顶点 在 D; Е. 这 时 在 D =DD 的 会 。 的 
连通 分 支 中 , 仍 有 Чеё (о) =4евь (wv)>>0,vEVCD), 于 是 DD 中 有 一 会 
e HAHA C. 取 六 :一 有 PiUC, 得 到 一 个 长 大 于 D. 的 有 内 闭 链 , 与 Di 是 
D 中 最 长 的 有 向 闭 链 的 假设 矛盾 。 

124 # D атт, 

由 习题 12-3 Чери) = deg- (v), 

ВО. ТЯ deg (v) = 2degt 

О.А ОВАА, 
. 下 图 说 明 六 命题 不 成 立 。 

12-5 题解 12-5 图 的 (al 不 
是 有 疝 欧 拉 图 。 因 为 degt Со) = 1 
з®2= Дек” (G), Жи 
链 是 НЕСЛА 题解 12-4 图 

12-6 (a) зугатан ЗН СЫ 12-6 
tu) 图 )。 

СА) түшө ИАА 
均 为 有 向 圈 ( 题 解 12-6(6) 图 )。 
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A w 


题解 12-5 
10 А! 
< ЗУ 
trs т з т. 
14) | (6) | 
题解 12-6 图 | 


12-7 ”用 反 证 法 。 若 最 小 入 度 大 于 零 , 则 D 中 每 一 个 顶点 有 一 条 入 
Ж, НҮ ЖП, Би ГЫ] АЗА 也 的 另 一 个 顶点 , 且 这 个 过 程 永远 不 会 终 “ 
止 , 另 一 方面 ,由 于 DD 不合 有 有 向 圈 , 且 思 为 有 限 图 , 故 上 述 过 程 不 可 
能 水 远 进行 下 去 ,:+ 盾 ， 

12-8 不 失 一 我 性 ,假定 maxi ,8+}=8+ оа р 似 每 
一 条 弧 反 向 所 得 到 的 图 )。 设 Ро) 口中 最 长 的 有 向 道路 , 若 它 的 
长 小 于 eME n 是 严格 的 有 商 图 , 必 人 存在 以 и 为 起 点 ,终点 不 在 PP 
(моо ЕУ, M i PCmosvo) 可 继续 延长 ,这 与 Ро то) JE Jt C Py B is 
了 矛盾。 所 以 Ро, МЕЛ bt = maxi ,B+ }。 

12-9 Ш тик 8,6” } =8*, УЖ 12-8 3, 中 的 最 长 有 向 道 
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路 Plus ua) НА, B D 是 严格 的 ,从 而 应 有 deg+ о ЖИ v 
为 起 点 ,终点 不 同 的 弧 , 青 由 Plw,w0) 的 最 长 性 知 ,这 些 以 w 为 起 点 的 
deg” (о AMRA ВЕ Рот) Е, D 中 恒 全 有 长 不 小 于 上 十 1 的 
# m. 

12-10 由 定理 9.2.2 3.X(G)<<A+ 1, G AELAD- ERE 
E. BAG EH A 1 种 颜色 进行 了 正常 着 色 , 对 加 中 的 边 ит, 
为 (urvw) 的 充 要 条 什 Пиф: J P u 5386 ВЕНЕ, 
它 的 有 向 道路 的 长 : :(4 十 1) 一 1 一 4。 

12-11 И5Я V(DW3EZKT I. ЕЖЕ, &S,H T D E 
双向 连通 的 ,从 而 D 中 存在 (wi,v:) 有 向 道路 ,所 以 4S,S) 非 空 , 即 
{($,5) 21, FE D E 1- 弧 连通 的 。 

”反之 , 设 了 是 1- 纺 连通 的 ,但 不 是 双向 连通 的 。 不 妨 设 存在 vsv, 
E D PREE. OA E., S S E D PIERE u) A A A 
有 顶点 vv 的 集合, LR, n cC S.BOS.S=@ lS SIn 5 ОЖ 
1-Ж НЕА. НЕОН. 
12-12 ВИ 12-12 图 。 
12-13 RÆ 12-13 H. 


习题 十 三 
13-1 
1 b с 4 е f g 
1-1 0 0 0—1 0 0 
мат 711 о оо 
зо 0 —10 о 1 0 
4 0 1 0 1 —1 1 
顶点 5 是 参考 点 。 


kid D ЕЖ Г= (a,b,c,d) ‚С,={4,е,1,а,2,5Ь.4},С,={3,/,4›, 
6,2,е,3} ,Cs 二 14,8.5,d12,5,4} 为 也 关于 的 基本 图 。 相 应 的 基本 图 
. 389 = 


题解 1:-12 图 
矩阵 为 
e f g a b c d 
fl 0 0 一 1 —1 0 0 
to0 1 O 0 1 1 0 
310 0 1 0.—1 0 一 1 
РР RI T ЕЖЕ 5,={а,е},5,={5Ь.е›/,н},5%= (с, 
1}, = (а.к). НУШ ЖЕ ЖЖ ЖОН РЕ 
e f ша Ь с 4 


S o 01} 000 
5:1 —1 1 0 1 0 O 
So —1 0 0 1 1 0 
5\0 0 10001 


13-2 РН С.С, С, 
С. = C, @ C, = (e,a,c f) 
„ 390" 


C= С,@ С, = (e,a,d,g) 

C= С. ФС, = {Уве} 
C= С, ФС, ФС, = {esac Льва} © 
ли м + Е Y | 
д а b c d 


e f ж 
Cjl 060 о —1 —1 0 0 
Clo 1 о 0 1 1 0 
Gjo o 1 0 —] 0 —1 
Ето —1 0 1 0 
Cll 0 —1 —1 0 0 1 
с 1 0 о 1 一 1 
Cll 1 1 —1 —1 1 —1 


D {ЖАЮ Ж) S, S1838. 
5; = S, S, = {tab,f,g} 
S, = S,@) 5; = (a,e,c f} 
5, = 5, @ S, = ta,e,d,g) 
S, - S, O S, = Beg,c} 
S, - 5, $5. = (b,e, f dy 
Su = $ @ 5, = {cf dg} 
Sa = $,@ S, S, = {abge} 
5. = 5 @ 5, DS = (a,b,f,d) 
Su = 5, © 5, DS, = {ac frd,g} 
Su = 9, 05. @ 5, = (tb,e,d,c) 
Ss = (а,б. с} 
h t$4- 80 3 PJ Jy 11 55 80 6 — 4 Ñ е] — 9. ЕН ЖЕРЕ 
* . 
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Sis 


0 


b 
1 O 
0 1 
0 0 
0 0 
1 —1 
1 0 
1 0 
0 1 
0 1 
0 Q 
1 一 1 
1 一 ! 
го 
0 1 
1 一 1 


13-3 D 关于 和 成 树 的 基本 图 为 
C,= {1.2,2,6,5,е,1} 
С,= (l,a,2,b,5,c,4,5,1) 
C,= {2.6,5,с,4,8,2) 
С. = (2,b,5,c,4,h,2) 
С,= {2.6,5.с,4,1,3.2,2) 


Yt FZ ВА ЖЕ Ж НЕ 9 
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С, 
C: 
C, 
С, 
Cs 


© б o б = 


е 


о о о — © 


f gz n 


сос б н O ° 


= = б б о 


e о о © © 


a 


о = © о = c o ° R. 


= = O = 


= с o о © n. 


D ЕА] г 的 基本 制 集 为 S= lase, fl ,S,= {bse f gs il, 
S, = (c.f А.) ‚5. = (d, БУ Н Ж E E РЕ. 


, f g h iabcd 
(ф-т 1 0 0 о 1000 
51 —1 —1 1 —1 0 1 D 0 
S| © —1 —1 1 —1 0 010 
S, 0 0 0 0 —1 00 O 1 

13-7 

(а):192 

(Б) :60 

习题 十 四 
14-1 左 过 = Dwu) 一 Dl fu,v)) 
oes sEV “EF 
= DO wnd + 21fGo,u) — Уи, 
ЄЗ «ЄЗ ` «ЕЗ “Es 
一 Уи) 
єз 
= У Уу (юш) — X) Уи) 
ЄЎ „ЕЗ "ES «Є? 
= 右边 


14-2 设 (7: 1 与 (Vs УА, ШЖ V Ус (у, U 
УЗИ сое ПУ И ПУ. Я, В И (V, У, 
V.UV,yS (V, Vi сур с, ПУ, V ПУ, А А8 (и, UF, 
PUFO =V VO О, ЈУ, У UV) 是 最 小 制 。 类 似 地 ,可 得 (V， 
Пу У. ПУ. 

` 14-3 f S=l- € М.М PEER (т, ЕУ, 5,5) N 中 
Ф.А с‹$.55- 0, 
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14-4 


5 С‹8,5) 
{г} E OEE 6 
{тә 245 01 7 
ЕАД Поль 7 
{27-13 E + Аа ЗУ 12 
(тем! XY re 5 
(тии! у, бу 12 
{тим 1 XV, s DIV) rU Uy 11 
{Xit 62.23) тузу 8 


14-5 (a) 11,00 11 

14-6 ”只 有 两 种 方案 

14-7 仿照 最 大 流 最 小 斜 定理 的 证 明 方 法 。 假 设 标记 过 程 已 停止 ， 
тШ Й V СУ, wEV Н, о s GDS W v 
Єў. 
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二 元 关系 
二 部 图 
щй 
二 分 划 
AE 
入 树 


子 图 
三 角形 
四 划 
无 序 对 
无 序 积 
无 限 图 
分 高 图 
ях 
分 支 顶点 
不 相交 的 
不 可 分 图 
ТЕЖ 
M-+ pai 
тан 
f- 不 饱和 路 
f- 不 可 增 广 路 


名 词 索 引 


* 
G (o к G ке ык: 


о> С) м = 


内 部 不 相交 的 
内 部 面 
内 片 
n 元 有 序 树 
пж ER 
中 间 顶 点 
反 向 弧 
ЕЯ 


ha 
° 
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=". < 
w = u O C = N 


= t t кю = = m= а о фо сз = к = 


= — w фо Ny > к N úK кю Ыз G бл t = 


平面 地 图 
可 平面 图 
可 转移 的 
可 一 的 
可 到 达 的 
可 行 流 
半 道 路 
外 部 面 
ЯН 

外 可 平面 图 
片 
ХНА 
匹配 
出 度 
出 树 


六 划 


. е: “$ ` 
к= w бо G N- Ch G P= бюз кае [о к го бә DQ к к 


оз кє оо ВӘ гә ҝә В к w — 


闭 包 


决策 变量 
色 数 
色 和 多项式 
M- 交 错 道 路 
网 络 
阶段 变量 
七 划 
邻接 
ЗВЕНЕ 
邻 集 
完全 图 
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Ж 1.3 
度 序列 3.3 
标定 图 1.1 
ж 1.5 
ш 1.4 
测 地 投影 10.1 
м .1 
树枝 ‚1 
面 10.1 
相间 10, 3 
独立 集 9.1 
独 空 数 9.1 
临界 图 9.2 
КЕРИ 14.3 
Ашы 3.3 
十 划 
真子 图 1.2 
途径 1.4 
偶 顶 点 1.3 
Ж 1.4 
№ 4. 1 
特征 多 项 式 6.5 
特征 值 6.5 
根 12. 3 
流 14.1 
十 一 期 
基 挂 点 1.3 
基本 圈 5.2 
基本 割 集 5.3 
ШЖ Е 6.2 13.2 
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最 大 匹配 
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最 大 流 
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